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presentacién

Ha sido tan arrollador el avance de las Ciencias Aplicadas y
tantas sus exigencias, que la Matemdtica se ha visto obligada a
generar nuevos brotes que han hecho inoperantes las rigidas es-
tructuras clésicas.

Las imperiosas necesidades actuales nos han hecho superar la
época de la Matemitica de artesania, que se construia pieza a
pieza.

Modernamente, las teorias matemdticas no son elementos in-
conexos entre si, sino diictiles cuadros legislativos, cuyas leyes se
postulan y en los que se prescinde de la naturaleza de los entes
que han de responder a ellas.

Se consigue asi eliminar el laborioso proceso deductivo de las
citadas leyes (propiedades) y, sobre todo al adoptarlas como axio-
mas, podremos construir deductivamente, al igual que se hace en
la Geometria euclidea, un Algebra abstracta.

Ademds, como las conclusiones obtenidas a partir del cuadro
de axiomas son vdlidas, con independencia de la naturaleza de los
entes de partida, bastard fijar la naturaleza de dichos entes para
tener un Algebra determinada. Un Algebra Abstracta dard lugar,
pues, a tantas digebras particulares como especificaciones distintas
puedan adquirir los entes de partida.

Es la época de la Matemitica Industrial; seria, por tanto, initil
y absurdo pretender oponerse a las nuevas. tendencias.

Una de las Facultades donde mis se estd dejando sentir la
necesidad de un cambio en los programas de Matemiticas es en
la de Economia.
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Temas como los de Conjuntos, Relaciones, Aplicaciones, Espa-
cios Vectoriales, Cdlculo Matricial, etc., son hoy de constante uso.

Es mis, las publicaciones modernas sobre tdpicos matemticos,
estadisticos o econdmicos utilizan notaciones y conceptos que re-
sultan ininteligibles a los no iniciados en las actuales tendencias.

La presente publicacion ha tenido su origen en un opisculo
que, con cardcter de apuntes de clases, publiqué en el aiio 1966,
bajo el titulo Elementos de Algebra Moderna. La buena acogida
dispensada por colegas y estudiantes a dichos apuntes me animé
a estructurarlos mejor y, sobre todo, a completarlos con una bien
seleccionada coleccin de problemas.

En la redaccion de esta obra he procurado siempre darle un
cardcter esencialmente pedagdgico, de tal forma que he preferido
recurrir al concepto intuitivo o al ejemplo antes que empefiarme
en tratar rigurosamente ciertos puntos, que de por si son dema-
siado abstrusos.

Teniendo en cuenta que el desarrollo tedrico resulta a veces un
tanto drido, he tenido sumo cuidado en colocar después de cada
concepto y de cada conclusion el ejemplo o ejercicio aclaratorio
adecuado para que aquéllos se graben en forma definiti

Finalmente, después de cada leccidn, y con el titulo de «Proble-
mas resueltos», va wna coleccion de problemas totalmente explicados.
Se ha procurado que éstos sigan el orden que marca la leccion; pero
siempre con dificultad de resolucion creciente. Al final, unos cuan-
tos estdn intencionadamente desordenados.

A continuacidn, una coleccin similar a la anterior de «Proble-
mas propuestos», con sdlo la solucidn, completa la parte prctica
del libro.

De esta forma hemos reunido en un solo tomo la teoria y el
problemario correspondiente, con las ventajas econdmicas, y sobre
todo pedgdgl‘ms, que ello representa para el alumnado.

Aproximadamente las dos terceras partes de los ejercicios estdn
cuidadosamente. seleccionados de alguna de las obras que figuran
en la bibliografia. He creido mds honesta esta conducta que la de
cambiar la forma de los problemas tomados de otros libros, con
la vana pretension de que parezcan originales.

En la redaccin de esta obra no me animd nunca la idea de
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adomarme con splumas ajenas», sino simplemente la de ayudar
en la medida de mis fuerzas al lector estudioso.

No pretende el presente volumen haber agotado ninguno de los
temas tratados en él. Mi labor ha estado encaminada a presentar
una vision orientadora de cada uno de ellos.

Tampoco he abordado todos los que hubiera querido, so pena
de haber extendido demasiado la obra.

Del acierto de este trabajo corresponde juzgar al lector; pero
sepa dste que s6lo me anima un deseo: facilitar al estudiante el
conocimiento de los Principios de la Matemdtica Moderna, <herra-
mientas que le permitiri profundizar en el estudio de las materias
bisicas para su_formacidn profesional.

También me guia un propdsito: contribuir, dentro de la modestia
de este trabajo, a liberar a Venezuela del vasallaje, e salvo hon-
rosas excepciones, se rinde a los libros extranjeros

Daré por bien empleado mi esfuerzo si he eontibuido con dgo
al acervo cultural de la n

Al final de esta obra, en la Bibliografia, se insertan los autores
que han sido consultados y las obras de las cuales se han tomado
ejercicios.

Sirvan estas lineas para expresar mi agradecimiento a los que,
en una u otra forma, han colaborado en este trabajo.

En especial deseo nombrar a mis amigos y colegas de labores
universitarias Rafael Lopez Casuso, Francisco Zaera y Federico
Prah, por sus acertadas observaciones, al seiior Juan Tamariz-Martel,
por la revisidn del manuscrito y sus sinceras reflexiones, y al sefior
Santiago Gallo, bajo’ cuya experta direccion se ha impreso esta obra.

A todos ellos mi agradecimiento mds sincero.

Caracas, 1969. A. BURGOS.
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conjuntos finitos e infinitos

1. Introduccién

Uno de los conceptos mds importantes de la Matemética mo-
demna es el de conjunto o clase de objetos; es una idea primitiva
¥, por tanto, no se puede definir.

Ejemplos:

EI conjunto de las hojas de este libro.

&

El conjunto de los alumnos que estén inscritos en una
Universidad determinada.

El conjunto de las butacas que bay en un tearo deter-

e

d) El conjunto de los puntos de interseccién de dos circun-
ferencias dadas.

El conjunto de los nimeros naturales.

El conjunto de los nimeros pares.

) El conjunto de los puntos de una circunferencia dada.
) El conjunto de los puntos de un cfrculo dado.

i) El conjunto de los puntos de una esfera dada.

RS

Los ejemplos anteriores nos ponen de manifiesto que los elemen-
fos que integran un conjunto pueden ser entes abstractos, tales
como nimeros, puntos, etc.,, o bien objetos materiales.
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"

2. Determinacién de un conjunto

Para_determinar un conjunto hay dos métodos: por extension
¥ por comprensin.

Diremos que un conjunto estd determinado por extensidn, cuan-
do se ha enunciado cada uno de los elementos del conjunto.

Es obvio que este método serd aplicable solamente para de-
terminar conjuntos poco numerosos; asi se procede, por ejemplo,
al pasar lista en clase.

Es evidente que si se trata de determinar un conjunto muy
numeroso, como, por ejemplo, el conjunto de las aves que tiene
el reino animal, el método por extension se hace inadecuado. Es
necesario, entonces, dar las caracteristicas que son comunes a los
objetos del conjunto y s6lo a ellos.

Diremos que un conjunto estd determinado por comprension
cuando se da una propiedad o atributo que es comiin o pertenece a
todos los elementos del conjunto y sélo a ellos. Asi, por ejemplo, ¢l
conjunto de los nimeros pares es un conjunto que esté determi-
nado por comprensién, puesto que disponemos de una propiedad,
la de ser divisibles por dos, que es comin a los elementos del
conjunto y s6lo a ellos. Puesto que la determinacién de un conjunto
por comprensién incluye a la determinacion por extensién, serd
aquélla, en general, la que adoptaremos para determinar conjuntos.

s conjuntos los designaremos con letras mayiisculas en cardcter
grueso: A, B, C, ... En cambio, los objetos de un conjunto los
representaremos con letras maydsculas o mintsculas en cardcter
normal: A, B, C, ...; o bien: a, b, ¢,

Con Ia notacién

S}

A= (MNP,

indicaremos que el conjunto A estd integrado por los objetos M,

Si ¢l clemento M pertenece al conjunto A, escribiremos:
Me4

y leeremos: M ees un elemento de» o «pertenece a» A.
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Si B no pertenece a A, se escribird:

B&A

Ejercicio:

Si el conjunto A estd constituido por los mimeros 2, 4,
6y 8 en virtud de las notaciones adoptadas, se podrd
escribir:

A={2,468); 6€4; 564

Cuando un conjunto A estd integrado por un solo elemento x,
escribimos 4= {x}; de esta forma ponemos de manifiesto la
diferencia que hay entre el elemento x y el conjunto {x}.
Finalmente, el método por comprensién nos mueve a usar la
notacién siguiente para determinar un conjunto dado A.

A = {x[x es un objeto que verifica una condicién dada}.
El segundo miembro lo leeremos asi: econjunto de todos los
objetos ¥, cada uno de los cuales verifica una condicién dadas, o,

en forma més breve: econjunto de todos los ¥, tales que x es
un objeto que verifica una condicién dadas.

Ejempl

@) A={xx es un entero positivo menor que 6}
En este caso hubiera sido més simple escribir:

A4={(1,2,34,5)

) A={xlx es un entero positivo par menor que 1000}
Es cvidente la ventaja de la notacién empleada sobre
Ia correspondiente al método por extensi

¢) A= {x|x es un nimero racional comprendido entre 0 y 1}

d) A= {xlx es un punto de un circulo dado}

x|z es una raiz de ¥—4x+3=0}

/) A={(2lx€B y xEC); By C se suponen conjuntos
dados.
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Observaciones. a) Es importante hacer notar que los elemen-
tos de un conjunto deben ser distintos y que, por tanto, debe
prescindirse de los objetos que se repiten. Segin esto, los con-
juntos: {a,b,b,b,¢,c} y {a,b,c} son uno mismo.

b) También interesa sefalar que por ahora prescindiremos del
orden de colocacién de los elementos de los conjuntos; por tanto,
{1,2,3,4} y {3,1,4,2} son un mismo conjunto.

¢) Por iltimo, los elementos de un conjunto pueden, a su
vez, ser conjuntos.

Asi, por ejemplo, {{a,b}, {c,d,e,f}, {gh,i}} es un conjunto
cuyos elementos son, a su vez, conjuntos.

Para representar algunos conjuntos particulares se usan letras
determinadas, asi, por ejemplo:

N* para el conjunto de los nimeros naturales {1,2,3, .

N para el conjunto anterior completado con el cero, o sea,
0,1,2,3,

Z para el conjunto de los, niimeros enteros {0, 1, =2 3,

Q para el conjunto de los niimeros racionales;

Q* para ¢l conjunto de los nimeros racionales positivos;
Q- para el conjunto de los nimeros racionales negativos;
R para el conjunto de los ndmeros reales;

R para ¢l conjunto de los mimeros reales positivos;

R- para el conjunto de los nimeros reales negativos;

€ para el conjunto de los niimeros complejos.

3. Conjuntos iguales

Dos conjuntos A y B diremos que son iguales si todo elemento
de A pertenece a B, e inversamente, todo elemento de B perte-
nece a A.

Si los conjuntos 4 y B son iguales escribiremos
A=B
y si no son iguales se escribe
A#B
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Ejemplos:

x|x es un nimero entero positivo menor que 6} y

={1,23 4 5%

e maiz de la emacibn #1-546-0) y

B={23});

¢) A= (] es tridngulo equilitero} y
equidngulo};

d) A= {x|x es un punto perteneciente a una circunferencia
de centro O y radio R} y B={x|x es un punto que
dista R del punto 0).

Los ejemplos anteriores son parejas de conjuntos iguales
entre si; en cambio, no son iguales los conjuntos:

o A=(1,2,3,4) y B={1,2345).

{x[x es trifingulo

Propicdades. Tienen cardcter de inmediata evidencia las pro-
piedades siguientes:

8] A=A Reflexiva.

@ s A=B = B=4 Simétrica *.

O By B=C=>A=C Transitiva.

4. Inclusién

Diremos que el conjunto A estd incluido o contenido en el
conjunto B, si todo elemento de A pertencce a B.

Diremos también que A es un subconjunto de B y escribimos:

ASB o B24

Si ASB y, ademds, existen elementos de B que no pertene-
cen a , diremos entonces que A es un subconjunto propio de B
y que la inclusién es estricta y escribiremos:

ACB
igno = tiene, segin los casos, uno de los significados siguientes:

i ‘oee e debice ien o Bon ve o
#
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Ejemplos:

@ Si A=(24,6) y B={1,234,567,8}; ¢ conjunto
incluido o contenido estrictamente en el con-
junto B, 0 lo que es lo mismo, A es un subconjunto
propio de B.
5) Bl conjunto A, de todos los enteros miliglos de 4, es
subconunto propio-del conjunto B, de. todos.los
enteros mltiplos de 2
) El conjunto A de los puntos del segmento M'N', es
subconjunto propio del conjunto B de los puntos del
segmento MN (Fig. 1).

™M N

d) El conjunto A, de los puntos del circulo O, es un sub-
conjunto propio del conjunto B, de los puntos del circu-
1o 0, (Fig. 2).

Propiedades de la inclusién. PROPIEDAD REFLEXIVA, es decir:

Ac4

En efecto, para todo x € A se tiene, por supuesto, x € A.
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PROPIEDAD. ANTISIMETRICA, es decir:
@ ASB y BSA=— A=B
En efecto:
ASB = (€A =>xCB)
y como:
BCA = (xEB = xEA)

se tendrd, en definitiva (3), A=B.

PROPIEDAD TRANSITIVA, es decir:
&) ASB y BSC= ASC
En efecto:
ASB — (€A = xEB),
y como
BSC = (x€B=>2€0),
tendremos, en definitiva, que todo
rEA=>xEC
¥ que, por tanto,
Acc.
Comparacién de conjuntos. Dados los conjuntos 4 y B, si
cabe afirmar:
ASB  obien BSA
diremos que los conjuntos A y B son comparables; es obvio que
en caso contrario se diga que los conjuntos A y B no son com-

parables.
Si A no esté incluido en B, escribiremos:

ACB
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Ejemplos:
@) A={1L35) y B={123456)
son conjuntos comparables.
En cambio:
b) A={246) y B={1,357)

no son comparables.

5. Conjunto universal

Para definir un conjunto determinado A se debe suponer dado
previamente un conjunto que lo contenga: el género proximo de
la Légica y al que nosotros llamaremos conjunto universal o uni-
verso ldgico; lo representaremos con U.

La diferencia especifica en Légica es el atributo o propiedad
que es comin a los elementos del conjunto y slo a ellos.

Ejemplos:
@ Si U es el conjunto de todos los enteros, A puede ser
el conjunto de todos los divisores comunes a los nime-
40.
b) Si U es el conjunto de todos los e'nt:ms, A puede ser
el conjunto de todos los nimeros pare

Si U es el conjunto de todos los nimeros r:zl:s, A pue-
de ser el conjunto de todos los nimeros racionales.

d) Si U es el conjunto de todos los puntos de una recta,
A puede ser el conjunto de todos los puntos de un seg-
mento de dicha recta.

@ SLU es l conjunto de todaslas rectas del plano, 4 pue-
de ser el conjunto de todas las rectas que pasan por
punto

f) Si U es el conjunto de todos los poligonos de un plano,
A puede ser el conjunto de todos los tridngulos de dicho
plano.
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Los ejemplos anteriores nos ponen de manifiesto que, dado un
conjunto universal U, cada subconjunto A queda determinado por
una cierta propiedad, que es comin a los elementos de 4 y sélo
a ellos.

Ahora bien, si la propiedad es vilida universalmente, tal como
x=x; el correspondiente subconjunto de U es el propio U, por
cuyo motivo:

Convendremos en incluir entre los subconjuntos de U al pro-
pio U.

Por otra parte, si la propiedad fuera contradictoria en si misma,
tal como x 7% z; el correspondiente subconjunto no contendria nin-
gin elemento. A este conjunto sin elementos le lamaremos con-
junto vacio y lo representaremos con @, 5, o bien en la forma { }.

El conjunto vacio* estd caracterizado, pues, por la propiedad
de que, para todo clemento x, x & O.

Ahora bien, si 4 es un subconjunto cualquiera de Uy tene-
mos en cuenta que siempre x & 0; la implicacién siguiente serd
verdadera

TE0 =>z€E4,

esto es:
El conjunto vacio es un subconjunto de todos los conjuntos,
es decir:

m oc4

Ademés, si X es un subconjunto del conjunto vacio, esto es: si
XS 0; puesto que también se tiene (1): O S X, de estas dos re-
laciones se sigue (4, 2 propiedad), que: X=0, es decir: El dnico
subconjunto del conjunto vacio es este.

A o ittt e ogion Formal o s dcckucia s uaehr de
comprender la deduccién de la relacién (1); para éstos ferible tomar
Gicha relacion con caricter de compenis, & dear, sin demosiacion.

+ Iniciacion a la Ligica Matemdtica, por ALFONSO BURGOS, pigi-
nas 12y 18.
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Por otra parte, al ser A un subconjunto de U, se tiene:
@ ASU

De (1) y (2) se deduce:
Q) ocacu

Relacién vélida para todo subconjunto A de U y que nos induce
a llamar cotas universales a los conjuntos O y U.

6. Conjunto de las partes
Dado un conjunto 4, se llama conjunto de las partes de A al
que tiene como elementos a todos los subconjuntos de A, incluso
al conjunto vacio y al propio conjunto A.
EI conjunto de las partes de A lo representaremos con la nota-
cién P(A).
Ejemplos:
@) Si A={1}, se tiene:
PA)={{} {1}
b) Si A=({1,2), se tiene:
PA={{ } (1} {2}, (1.2}}
© Si A={1,2,3), se tiene:

PA=({ ) (1} (2 3} (1.2}, (L3},
{23} {123}

Obsérvese que el nimero de elementos de P() en el iltimo

ERERE RO

v, en general, si A tiene n elementos; P(4) estard integrado por 2
subconjuntos.
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Es inmediato que si A es un conjunto infinito, P(4) constard
de infinitos elementos, esto es, de infinitos subconjuntos de A.

7. Conjuntos disyuntos

Se dice que dos conjuntos A y B son disyuntos si mo tienen
elementos comunes.

En cambio, llamaremos solapados a los conjuntos que, sin estar
uno incluido en el otro, tienen elementos comunes.

Ejemplos:

@) SiA={(1,357}y B={246), Ay B son disyuntos.

b) Si A={1,23,456) y B=(5678), 4 y B son
solapados.

a2

Si A es el conjunto de los nimeros pares y B el de los

impares, 4 y B son disyuntos.

d) Si A es el conjunto de los puntos del segmento MN y B
es el conjunto de los puntos del segmento M'N', 4 y
B son dikyuntos para 1o figura 15" solapados para T
figura 3.

M N M N
A B

Fe. 2.
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) Si Ay B son, respectivamente, los conjuntos de puntos
de los circulos O, y O; A y B son disyuntos para la
figura 2 y solapados para la figura 4.

) Si I es el conjunto de puntos del circulo O, € el con-
junto de puntos de la circunferencia del circulo Y yEes
el conjunto de puntos exteriores a la circunferencia; los
conjuntos I, € y E son, dos a dos, disyuntos (Fig. 5).

i

=
=

Fio. 5.



PARIICION 25

8. Particién

Llamaremos particidn de un conjunto dado 4 a todo conjunto
de subconjuntos no vacios pertenecientes a A que, siendo disyuntos
dos a dos, todo elemento de A pertenezca a uno de los subcon-
juntos.

Ejeniplos:

@ Si A es el conjunto de los nimeros naturales, una parti-
cién de 4 podria obtenerse ncluyendo en un Subconjunto
Tos nimeros impares y en el otro los pare

5 Si 4 e ol conjmto e lox nfmeren resls podriamos
obtener una particién de A, descomponiendo éste en los
subconjuntos siguientes eros positivos, el cero, ente-
o5 negativos, ‘haceionarios lnu enlems) e macmnales

¢) Si 4 es el conjunto de los puntos de un plano y r una
recta pertenccionte a &, podriamos obtenct una particon
de A descomponiendo éste en los subconjuntos siguien-
tes: conjunto de puntos de uno de los semiplanos que
determin Iy cects, cumunto de puntos de 7 y conjunto
de puntos del o

d) Si A es el Con)unm d= pun(es de un plano y ¢ una
circunferencia de €I, ést: 5
en los subconjuntos sxgmen
circulo (es decir, interi
3 puntos de Ia circunferencia y conjunto de puates exte.
riores a la circunferencia.

) La clasificacién de los habitantes de un pais por edades
es una partici

n

Ls clasficaciones de 1a Historia Natural son también
ejemplos de particiones.

Los subconjuntos de un conjunto particionado diremos que
cubren éste.

Es de observar que los conjuntos de mds de dos elementos
admiten varias formas de particion. Asi, por cjemplo, el con-
junto {1,2,3} se puede particionar en las formas siguientes:

{2315 (2L (L3} (Bh (L2
{1 25 31
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9. Diagramas de Venn

Con objeto de hacer més intuitivas las cuestiones relativas a
conjuntos es aconsejable usar unos esquemas llamados diagramas
de Venn; en ellos, los elementos del conjunto universal U se re-
presentan gréficamente por puntos de un cuadrado (0 rectdngulo)
¥ los subconjuntos por puntos de circulos contenidos en el cua-
drado.

Es de observar que tanto U como los subconjuntos pueden
ser finitos o infinitos y en este dltimo caso puede incluso ser U
el conjunto de todos los puntos del cuadrado y los subconjuntos
estar integrados por todos los puntos de los circulos.

Interesa sefialar también que, mientras no se advierta lo con-
trario, los elementos no los representaremos por puntos de los
diferentes contornos (circunferencias y perimetro del cuadrado).

E,-mpln'

Ia figura adjunta se ha representado en un diagrama
de Voo, o conjunto universal

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

¥ los subconjuntos

A=(2,3,4,56); 10,11}

{5.6,7,8); €
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Utilizando los métodos por extensién y por comprension, deter-

minar los conjuntos siguientes:

~

3.

Conjunto de los miimeros enteros positivos pares menores
que 12.

Solucidn:

@) {2,468 10};

b) {z]x es un entero positivo par menor que 12}.
Conjunto de los divisores positivos de 20.
Solucidn:

) {12 45,10, 20};

) {x[x es un divisor de 20}.

Determinar por extensién los conjuntos siguientes:
Conjunto de lss fraciones de denominador 8 y cuyo nume-
rador es un nimero entero positivo menor que
Solucidn:

{‘.2,3.4 56 7}
3’888 8°88)

4. Conjunto de los mimeros primos menores que 17.

5.

Solucidn:
1,2,3,5,7,11,13).
Determinar por comprension los conjuntos siguientes:

Conjunto de los niimeros enteros positivos menores que 1000.
Solucién:

{x]x es un nimero entero positivo menor que 1000}
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6. Conjunto de las fracciones mayores que 1.
Solucidn:
{x|x es una fraccién mayor que 1}
7. Conjunto de todas Jas rectas de un plano .
Solucidn:
{x]x es una recta del plano 7}
8. Conjunto de las raices de la ecuacién
o324 8x-5=0
Solucidn:
{x]x es una rafz de ¥~ 3¢+ 82— 5=0}
9. 1,2,3,4), determinense los conjuntos
4CBCC.
Solucidn:
B=(1,23) y B=(124}
10. Si A={1,23,4), especifiquese los subconjuntos que con-
tiene.
Solucidn:
{3 A1) (20 (3% {4} (1,2}, (1,3}, (1,4}, (2,3}, (2,4},
3,4} {1,2,3}, (1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, (1,2.3,4).
1. S 4y B son subconjuntos disyuntos de U, mE y n € B,
se pregunta: a) ;mEU?; b) (n€U; ¢) Existe algin
elemento de U que pzrtenezca 3 4, pero nio a BY; d) sExiste
algin_ elemento de U que pertenezca a multdnea-
mente?
Soluci
@ S b S; o S d) No
12. (Cudl es el conjunto que contiene como mdximo cuatro sub-

conjuntos?
Solucion:
Cualquier conjunto de dos elementos.
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13,

(=

¢Puede un conjunto contener como méximo siete subcon-
juntos?
Solucion:

No.

Dados dos conjuntos A y B, gse tiene que verificar necesaria-
mente ASB 6 A2 B?

Solucidn:

No, si los conjuntos A y B no son comparables.

Ponga ejemplos de conjuntos no comparables.
Solucidn:

@) {1,2,3}; {5,67,8,9};
b) {L,23,4,5); {4567}

Ponga un ejemplo de conjuntos iguales.
Solucidn:
(1,23
{x]x es un mimero entero positivo ‘menor que 4).

Dar dos particiones diferentes de los conjuntos siguientes:

@) {xx es un divisor de 24};

B) {x[x es un punto del plano};

) {xjx es un nimero natural};

) {x]x es un habitante de Caracas};

) {xlx es un estudiante de bachillerato de un Liceo de-
do}.

terminado}.
Soluciones:
@ 12 {{xlx es un divisor de 8}, (3, 6, 12, 24}}, y
20 {{1, 2, 3), {4}, {6, 8, 12, 24}).
b) 1 Haz impropio de series rectilineas, y

2° Conjunto de subconjuntos de puntos determinados
por una circunferencia dada.

©) 12 {{z]x es un nimero primo}, {xlx es un nimero
compuesto}}, y
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2° Conjunto de 4 subconjuntos de nimeros naturales,
cada uno de los cuales queda determinado porque
divididos sus elementos por 4 dan por restos res-
pectivos 0, 1,2 y 3.
d) 12 {{xx es varén con residencia en Caracas},
{|x es mujer con residencia en Caracas}}, y
2" Clasificacion por edades.

) 1 Clasificacién por cursos y un subconjunto extra
e incluyen los que llevan asignaturas
de cursos diferentes, y
2 Clasificacion por edades.

Dados los conjuntos siguientes:

{xxEN*}, B={xxEN), €=
D = {lx es tridngulo equilitero};

123} y

se pide expresar algunas de las relaciones de inclusién que
existen entre esos conjuntos.

Solucidn:
CA; €CB; ACB; en cambio, D no es comparable

con ninguno de los otros conjuntos.

Si el conjunto A no estd mcluldo en el conjunto B.

relaciones son posibles entre A y B

Solucion:

12 A no es comparable con B, y
ADB.
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1. Utilizando los métodos por extensién y por comprension,
determinar los conjuntos siguientes:
@ Conjunto de nimeros naturales menores que 10.
) Conjunto de los estados de Venezuela.
¢) Conjunto de las rafces de la ecuacién x*—12x+35=0.
d) Conjunto de los restos diferentes posibles que se pueden

obtener al dividir por

) Conjunto de letras de la palabra letra.

©

Leer los siguientes conjuntos:

o {xx€2);

b) {xx€Nyx<6);

o {xt€Ny 3<x<8);

4 {1,2,3,4);

) {x|x es recta de un plano dado};

1) {xlx es raiz de la ecuacién x—10x+24-
o {(xx€(1,23,4)y x€(24,6}};

k) {x|x es venezolano y x es mayor de 60 afios};
i) {x|x es venezolano y ¥ es varén}.

L

Determinar por comprensién los conjuntos siguientes:

a) Conjunto de los mimeros enteros positivos mayores que 100.

b) Conjunto de las fracciones positivas.

¢) Conjunto de todos los poligonos de ua plano dado.

d) Conjunto de todas las rectas del espacio.

e) Conjunto de todos los venezolanos.

{) Conjunto de todos los varones mayores de 80 afios.

&) Conjunto de todos los venezolanos mayores de 60 afios,
que tienen una estatura superior a 1,70 m y que tienen
més de 5 nietos.

1) Conjunto de todos los animales y de todos los vegetales.
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Poner ejemplos de conjuntos iguales.

Dado el conjunto 4= (1,2,3), s pide reacionar por -
clusién todos los subconjuntos de

{Bs dierto o falto que todo conunto contiene, al menos,
dos subconjuntos’

Ponga cjemplos de conjuntos no comparables.

(Cuintos subconjuntos pueden formarse con un_conjunto
de 4 clementos, y cuintos con uno de n elementos?

¢Existen algunas relaciones de inclusién entre los conjuntos
N, 7, €, N*, R y Q? Exprésclas.

¢Bxiste alguna relcion de inclusién entee el conjunto de pun-

s de una circunferencia y entre el conjunto de puntos del
el que el determina?, ¢y enire el conjunto de puntos de
la circunferencia y el conjunto de puntos de la figura formada
por la circunferencia y su circulo.

gfon comparables por inclusign los conjuntos siguentes:
{x[x es mi hermano} y B = {xz es hermano de mi
mmo Pepe}?

Son comparables por incluién los_conjuntos siguiente:
x es mltiplo de 3} y B = {x|x es miltiplo de 6}. En
G zhrmmvn, it B iy G mcluen,

Los conjuntos de puntos limitados por dos circunferencias dis-
tintas, ccudndo serdn comparables por inclusién, y cuindo no?

¢Puede un conjunto contener como méximo un niimero impar
de subconjuntos?

Ponga varios ejemplos d
juntos solapados.

) conjuntos disyuntos, y b) con-

El conjunto vacio O y un_conjunto cualquiera, no vacio, 4,
¢son disyuntos o solapados?

Una superficie esférica descompone al conjunto de puntos del
espacio en tres subconjuntos: conjunto de puntos interiores a
I supuﬁue estrica, conjunto de puntos de ésta y conjunto

untos s a la repetida superficie esférica; esos
s otboonantos, etno son eare s{. diyuntos o solapados?
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18.

20.

21

22.

24,

El conjunto de alumnos de la Escuela de Economia de la
Universidad Central de Venezuela estd clasificado en cursos
a efectos académicos. Si tenemos en cuenta que siempre hay
alumnos que llevan materias pendientes, ;c6mo son entre i
los conjuntos de alumnos de dichos cursos: disyuntos o
solapados?

Dar particiones diferentes de los conjuntos siguientes:

©) {xfxes divisnr de 360};

9 fiee €B), siendo A=
-(34.5 6, 9);

) {x|x s un punto de un plano dado};

) {x]x es venezolano};

8 {x|x es alumno de la Universidad Central de Venezuela};

k) {x]x es una nacién del mundo};

i) {xJx es un ser vivo}.

1,2,3,45 6} y

¢Se podria particionar el conjunto de todas las personas vivas
del mundo en subconjuntos, cada uno de los cuales estuviera
formado por: padres, madres e hijos?

(Se podria particionar el conjunto de todos los animales aten-
diendo a que tengan 2, 3 6 4 patas

¢Se podrfa particionar el conjunto de los nimeros naturales
atendiendo a que los restos al dividir por 6 sean: 0, 1, 2, 3,
4657 (Y atendiendo a que al dividir por 4, los restos sean:
0,1622

Representar en un diagrama de Venn el conjunto universal

= {x|x es un niimero entero positivo menor que 14} y los
subconjuntos: A ={1,2,3,4,5,6,7); B={34,567,89} y
€=1{6,7,8910,11).

S representnios en un diagrams de Vean ¢l confunto nniver-
sl iz e veneanano) 3, lcs subccn]um A= (x|

profesor), B = {x]x e6 mético), € = (xls fiene automévil)
los representamos por ccn|untos 'de puntos de circulos que se
interceptan entre f dos a dos; se pide expresar verbalmente
los conjuntos de personas que corresponden a cada una de las
ocho regiones en que ha quedado descompucsto el cuadrado.
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10.  Interseccién

L Si Ay B son dos subconjuntos cualesquiera del conjunto
universal U, llamaremos interseccion de A y B al conjunto de todos
los elementos que pertenecen simultineamente a A4 y a B; la re-
presentaremos con la notacién

ANB

y leeremos cinterseccion de los conjuntos A y Bv, o bien «4 inter-
seccién Ba.
En sfmbolos:

ANB=(xlx€Ay xEB)}

Ejemplos:
@ SIA={1,2,3,4,56)y B=(24, 68, 10}, se tienc:

ANB=(24,6).

) Si A={x|x es divisor de 24} y B
60}, se tiene:

xfx es divisor de

ANB={1,2,3,4,6,12}

) Si A={x|r es miltiplo de 2} y B = {x]x es miltiplo
de 3), se tiene:

ANB

x[x es milltiplo de 6}
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d) Si Ay B son, respectivamente, los conjuntos de s

de un’ circulo y una recta secante, el conjunto

de puntos de 1 cuenda que I swcante dererming a o
irculo,

¥ B son, respectivamente, los conjuntos de puntos

de ‘Gon ciralos sccantes, A NB e ol conjunto de pune

tos que pertenecen simultineamente a los dos circulos
ra).

(parte doblemente rayada de la figu

/) Si A es el conjunto de los malnmonios de un_ pueblo
determinado que tienen un Lo fe los matrimo-
os_que un carro, ADVE es ¢l coniunto de Tos

ienen
mu'.nmomcs que tienen un m;o y un carro.
8 Si A= {(x]x es venezolano} y B ={xfx es médico),

AN B =(x|r es médico venezolano}.

Por otra parte, como dado un conjunto universal U, cada sub-
conjunto de él queda caracterizado por una cierta propiedad que es
comiin a los elementos de dicho subconjunto, y s6lo a ellos; si los
subcnn)lmms son Ay By las propiedades que los caracterizan

ién de dichos juntos pue-

I
b3 :xpxesuse también en Ia forma:
AN B = {x]x posee las propiedades p y ).
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IL i los subconjuntos de U son tres o mas, llamaremos inter-
seccidn de ellos, al conjunto de los elementos de U que pertenecen
simulténeamente a cada uno de los subconjuntos dados. Si 4, By €
son los subconjuntos, la interseccién de ellos se representa con la
notacién :

ANBNC

¥ leeremos cinterseccién de los conjuntos 4, B y C», o bien ¢4 in-
terseccién B interseccién Cr.
En simbolos:

ANBN

{(xlr€dyxEByxEC)

En general, la interseccién de la familia de subconjuntos de U
Ay, Ay ..y Ay, la representaremos con la notacién

A
Ejemplos:

a) Si
yeC

{1,2,3,4,56)}, B= (345678.91011)
4,5, 6, 10, 11, 12, 13, 14}, se tienc

ANBNC= (45,6}

) Si A={(5y,2)|(x,y2) es solucién de Sx—dy+3z=14),

(53252 es wlucidn de 355y 62-15) ¥
C={(ry2)|(xy2) es solucién de 2r—7y+ 3),
la_interseccién de los tres conjuntos es el cnmunta de
subconjuntos (¥, ,2), cada uno de los cuales verifica si-
multineamente a las tres ecuaciones, esto es: la inter-
seccién es el conjunto de soluciones del sistema de ecua-
ciones:

Sr-dy+3z=14
345y 6:=15
2-7y+5:

¥ como este sistema es compatible: determinado, y su
Solucidn es (4, 3, 2), tendremos, en definitiva

ANBNOC={(3,2)
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) Si A, By C son, respectivamente, los conjuntos de pun-
tos de tres circlos, cada uno de los cuales s fntercep-
o or Ios otros dos (fgura adjunta), ANBNC es
iy conunto. de puntos que pertenccen. Simultineamnte
@ los tres cirulos (parts contriculada de Ta figurah

@ i A= {sls es venemolano), B = (s es seora casada)
y €= (x|x es mujer menor de 17 afios
ANBNC= {xlx es mujer venezolana casada menor
de 17 aios),
¢ Sid By C son tres conjntos, dos a dos disyuntos,
en virtud de la definicién de interseccion, se

ANBNC=0

Propicdades de
es decir:

interseccion. 1 PROPIEDAD CONMUTATIVA,

() ANB=BNA

En efecto:

XrEAyx€EB)=
~{x'xEBy xEA}
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2* PROPIEDAD ASOCIATIVA, es decir:
@ ANBNC=ANEBNO)
En efecto:

ANBNC={xxEANB) y xEC)=
—{xr€EAyxEByrEC)=
~(xxEAyxEBNO}=ANBNC)

Propiedades de la interscccion y de la inclusion. 1* Un

conjunto estd contenido en otros dos si, y sblo si*, estd contenido
en la interseccion de ambos, es decir:

6] XS4 y XSB <= XSANB

Dirgcto. Comenzaremos por probar qu
XS4 y XSB=>XSANB
En efecto, todo
*EX=>1€4 y xEB—>xEANB
Luego
XSANB.
Recferoco. Vamos a probar ahora que
XSANB— XS4 y XSB
En efecto, todo:

*€EX=>xEANB=>xE4 y zEB

* La frase «si, y s6l0 si» la_emplearemos desde ahora en adelante para
significar que es cierta la implicacion directa v la reciproca de una pro-
i6n.
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Luego:
XS4 y XSB

2* Un conjunto estd contenido en otro si, y sdlo si, la inter-
seccidn de ambos es igual al primero de los conjuntos, es decir:

@ ASB <> ANB=A.  Conformidad.
DirecTo. Comenzaremos por probar que
ASB = ANB=A.
En efecto, todo:
X€EANB = xE€A.
Inversamente, como A S B, todo
*€EAd=>xEANB.
Luego
ANB=A.
RecfProco. Probaremos ahora que
ANB=4 = ACSB
En efecto, como de la hipdtesis se sigue que A=A N B, todo
€4 = xEANB.

Ahora bien, si
X€EANB = x€B

Luego
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CONSECUENCIAS. Puesto que para todo conjunto A se fiene:
0S4, ASA y ASU

en virtud de la segunda propiedad, se tendrén las siguientes nuevas
‘propiedades:

6 on4-o0
© ANA=4 Idempotencia
@ ANU=4

Dejamos como ejercicio al lector la demostracién de la siguiente
propiedad:

® ANB=U <= A=B=U

11, Reunién

1 Si Ay B son dos subconjuntos cualesquiera del conjunto
universal U, se llama reunién de A y B al conjunto de elementos
de U que pertenccen a uno al menos de dichos conjuntos, es decir,
a4 0a B. Lo representaremos con la notacién:

AUB

¥ leeremos «reunién de los conjuntos A y B» o, més brevemente,
«A reunién B».

Observacion. La expresion <4 0 a B» la tomaremos en el
sentido alternativo corriente «A o B y, ademds, en el de simul-
taneidad «A y Bs, es deci

i
elementos que pertenecen solamente a A; b) Subconjunto de ele-
mentos que pertenecen solamente a B, y, finalmente, ¢) Subcon-
junto de elementos que pertenccen simultincamente a A y a B;
por tanto:

1xEA6xEB6xEANB)
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Abora bien, si tenemos en cuenta el sentido alternativo y de
simultaneidad que hemos convenido atribuirle a la o, la férmula
anterior puede escribirse en la forma, mds breve:

AUB={xx€4 6 xEB}

Ejemplos:
@) SiA=(1,23 4 yB={678),
AUB {1,2,3,4,6,7,8).
b) SiA=(24,68 10,12}y B=(10, 12, 14, 16},
AUB=(2,4,6,8,10,12,14,16}.
o) SiA={1,2,34,5678}yB=(24638)
AUB=(1,2,3,4,567,8).
d) Si Ay B son, respectivamente, los conjuntos de puntos

de los circulos O, y O, AUB es el conjunto integrado
por los puntos de A y los de B (Fig. 1

Fe. 1.

©) Si4y B son, respectivamente, los conjuntos de puntos
A 0,y O, AUB esté integrado por los
subconjuntos siguientes: 1., el formado por los puntos
que pertenccen solamente a A; 2 el formado por los
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plmtos aue pertenccen solamente 3 B y 3¢, l formado
r los puntos de AN el formado por los
Mentos gus pertancom s e yaB (Fig. 2.

Por otra parte, dado el conjunto universal U, si los subcon-
juntos A y B estin caracterizados por las propiedades p y g,
respectivamente, la reunién de dichos subconjuntos puede expre-
sarse también en la forma:

AUB = {x]x posee la propiedad p o la g}

Se habré podido observar que cuando los conjuntos son finitos
y disyuntos, la reunién coincide con la suma; no asi cuando son
finitos y solapados, o bien, son finitos y uno de ellos estd incluido
en el otro, y ello se debe a que hay elementos que pertenecen
simulténcamente a ambos conjuntos; circunstancia que sabemos
se excluye en la definicién de suma.

Finalmente, como en los conjuntos solapados, y en los que
uno de ellos estd incluido en el otro, hay elementos que pertene-
cen simulténeamente a ambos conjuntos, es decir, elementos dobles,
queda sobreentendido que cada uno de dichos elementos debe
figurar como uno solo en la reunin.

IL Si los subconjuntos de U son tres o mds, llamaremos
reunion de ellos al conjunto de elementos de U que pertenecen
a uno al menos de dichos conjuntos.
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Si A, B y C son los subconjuntos, la reunién de ellos se re-
presenta con la notacién:

AUBUC

y leeremos «reunién de los conjuntos A, B y C», 0 bien «4 reunién
B reunién C». En simbolos:

AUBUC

Hx€EAG6xEBS6xEC)

queda sobreentendido que el conjunto AUBUC esti integrado
por los subconjuntos siguientes: ) subconjunto de los elemen-
tos que pertenecen solamente a A; b) subconjunto de los ele-
mentos que pertenccen solamente a B; ¢) subconjunto de los
elementos que pertenecen solamente a C; d) Subconjunto de los
clementos que pertenecen simultineamente a A y a B; e) sub-
conjunto de los elementos que pertenccen simultineamente a A
yCif) suhconiunm de los elementos que pertenecen simultdnea-
mente a By C, y, finalmente, g) subconjunto de los elementos
que pertenecen smultineamente & A4, B ¥ € (figura 3). En general,
la reunién de la familia de subconjuntos de U: Ay, Ay, .., Ay la
representaremos con la notacién :

Ejemplos:

(1:2,3.4,5.6,7, 8,9, B = (45 6.7,8,10.11)
6,7, 8.9, 10, 11, 12, 13}, se tiene

AUBUC={1,2,3,4,56,7,8910,11,12,13}

Nora: Para aclarar conceptos se aconscja epresentar
este ejemplo en un diagrama de Vem

b) SiA={1,2 3} B={56 7 8y C={(9, 10}, se
tien

AUBUC

1,2,3,5,6,7,8,9,10}

Tlustrar este ejemplo con un diagrama de Venn.
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o) Si A=1(1,23456789) B={(1,23}y
€=1(5678), se tiene:

AUBUC=(1,2,3,4,567809}
Tiustrar este ejemplo con un diagrama de Venn.

d) Si A, By C son, respectivamente, los conjuntos de

puntos de tres circulos, cada uno de los cuales es inter-

por los otros dos (figura adjunta), AUBUC

es el conjunto de puntos que pertenecen a uno, al me-
nos, de los tres circulos (parte rayada de la figura).

Obsérvese que la parte rayada de la figura se com-
pone de: tres porciones simplemente rayadas, otras tres
doblemente rayadas y, finalmente, una tltima porcién
triplemente rayada, que es precisamente la interseccién
de los tres conjuntos dados.
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o si A_((x,y)\(x U e slucien de 2y 1<n),
B={(ry)|(y) es solucion de #+yi-1-0
& iy e iaie EP2130), se to

AUBUC es el conjunto de todos los puntos del plano.

/) Si{A, B, C} es una particién (8) del conjunto no vacio X,
se tiene:

AUBUC=X

2 Si AUBUC=X, se tiene:
ACSX, BSX y CEX

esto es: Cada subconjunto de una reunion estd incluido

PROPIEDAD CONMUTA-

IIL Propiedades de la reunién.
TIVA, es decir:

a AUB =BUA

{(xx€4 6 xEB)=

~{2xEB 6 x€A}=BUA

2 PROPIEDAD ASOCIATIVA, es decir:

@ (AUB)UC = AUBUO)
En efecto:
(AUB)UC=(x}xE(AUB) 6 x€ €}~
~(x}x€4 6 x€EB 6 x€C)
“{x}x€4 6 xEBUC)=AUBUC
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Ejercicio:

Comprobar la propiedad asociativa con un diagrama de
Venn.

IV. Propiedades de la reunién y de la inclusién. 1* Dos
conjuntos estdn incluidos en otro si, y sdlo si, la reunidn de aqué-
llos estd contenida en éste, es decir:

3) ASX y BEX <> AUBSX
DRECTo.  Comenzaremos por probar que:
ASX y BSX=> AUBESX

En efecto, por estar:

ASX y BEX,

*EAUB = z€X.
Luego
AUBCX.
Reclproco. Vamos a demostrar ahora que:
AUBSX = ASX y BEX
En efecto, todo

XEA=>xEAUB = x€X
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Anglogamente, todo
*EB = rEAUB = x€X

Luego

22 Un conjunto estd contenido en otro si, y slo si, la rewnicn
de ambos es igual al segundo de los conjuntos, es decir:

) ACSB <> AU

=B Conformidad.

Directo. Comenzaremos por probar que:
ASB— AUB=B
En efecto, todo
*EAUB =>1€4 6 x€B
Pero como ACSB, en todo caso
*€B
Inversamente, todo
*EB = xEAUB
¥, por tanto,

AUB-B
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RECIPROCO. Vamos a probar ahora que:
AUB=B = ACB
En efecto, todo
€A =>3€EAUB = z€ER
Luego

ASH

Consgcuencias. Puesto que para todo conjunto 4 se tiene:

en virtud de la propiedad (4) se tendrdn las siguientes nuevas
propiedades:

5) 0UA=4
) AUA=4 Idempotencia.
@ AUU-U

Dejamos a cargo del lector la deduccién de la siguiente propiedad
® AUB=0 <> A=B=0

Propicdades de la interscecion y de la reunion. Dis:
TRIBUTIVIDAD:
m ANBUO=ANBUUANC

2) AUBNO=(AUB)NAUC
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Comenzaremos por demostrar la primera propiedad:

ANBUC) xx€A4 y x€EBUC)=
~(xlr€4 y GEBSEQ)=
—(xx€A4 y xEB6xEA y xEC)=
={x}xEANB 6x€EANC (ANBUMANC).

Vamos a demostrar akora la segunda propiedad:
AUBNO={xxEA 6 xEBNC)=
—(xx€A6 xEByx€EQ)=
~{x}x€EA6xEByxEAGXEC)=
~{xr€EAUB y x€EAUC)=AUBNMUUC).

Absorcion:
) ANAUB)=A )  AUMANB)=A

Comenzaremos por demostrar la relacion (3).

Direcro. Todo

X€AN(AUB) = x€EA y xEAUB =>x€4

REcfPROCO. S
*EA=>xEAUB,

luego:
ZEANAUB).
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Las relaciones (1) y (3) nos permiten probar fécilmente la cer-
teza de la relacién (4), pues, en efecto.

AVUNB=(AUHNAUB)=ANAUB)=A.

VL Conjuntos abierto y cerrado. Si ¢ es una circunferen-
cia dada y representamos con ‘4 al conjunto de puntos interiores
a la circunferencia y con B al conjunto de puntos de c, diremos
que A es un circulo abierto, que C=AUB es un circulo cerrado
y, finalmente, que B es la frontera del circulo cerrado C.

Desde ahora en adelante, y mientras no se advierta lo con-
trario, al referirnos al conjunto de puntos de un circulo queda sobre-
entendido que éste es abierto. Andlogas definiciones para cuadra-
dos y semiplanos abierto y cerrado, asi como frontera de ambas
figuras.

12. Complementacién

1 Si A es un subconjunto del conjunto universal U, llamare-
mos complemento de A al conjunto formado por los elementos
de U que no pertenecen a A; lo representaremos con la notacién
A', o bien en la forma:

c4,
i
y leeremos «complemento de A con respecto a Us.
En simbolos:

A={(xx€V y xg A}
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Ejemplos:

a)

IS

d)

&

Si U es el confunto de fos nimeros naturales y A e
con) e Tos mimeros. pares, A €5 &1 conjumto. i
foe nimeros impores

Si U es el conjunto de los nimeros reales y 4 es el
conjunto de los miimeros racionales, A" es d con]untn
de los niimeros irracionales.

Si U es el conjunto de los puntos de un cuadrado y A
es el conjunto de los puntos de un circulo O, interior
:l :uzdrada A’ es el conjunto de los puntos del cuadrado

enccen al circulo (parte sombreada de la
Hgura, inchiida Ta circunterencia).

$i Uy 4 son, respectivamente, los conjuntos de puntos
de un plano y de una recta perteneciente a él, A’ es el
conjunto de los puntos del plano que no pericnccen a
la recta.

Si U es el conjunto de los animales y A es el conjunto
de los mamiferos, A’ es el conjunto de los animales no
mamiferos.

Si U es el conjunto de los habitamzs de Caracas y A es
el conjunto de los varones que habitan en Caracas,
4’ es el conjunto de las mu]eres que habitan en Caracas.
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Como dado un conjunto universal U, cada subconjunto A queda
determinado por una cierta propiedad que es comin a los elemen-
tos de A y s6lo a ellos, tendremos:

I Sea U un conjunto universal y p una propiedad tal que,
para todo elemento x de U, se verifique: «x posee la propiedad p»
© «x no posce la propiedad p». Ahora bien, como no poseer la
propiedad p equivale a poseer la propiedad «no p», propiedad ésta
que con frecuencia representaremos con la notacién p'; si

A={2}x€EU y x posee la propiedad p}
se tendrd:
A'={x}xE€U y x posee la propiedad no p}

© bien,

={xr€U y x posee la propiedad p'}

Ejemplos:

&

Si U es el conjunto de los nimeros naturales y 4 es el
conjuato de loa admerce de U que poseen la propiedad
de ser primos, A" es el conjunto de los mimeros de U
e po I pmp\zdid de ser «no primoss.

b) Si U es el conjunto de todos los tringulos de un plano
¥ A es el conjunto de todos los tridngulos de U que
poseen la propiedad de ser equiliteros, 4’ es el con
junto de todos los tridngulos de U que poscen la pro-
piedad de ser «no equildteross.

Si U es el conjunto de todos los habitantes de Caracas y
A es el conjunto de los habitantes de Caracas que poseen
la propiedad de tene unos ingresos anuales superiores

15000 B, 4" es el conjunto de los habitantes de
Caracas que’ poscen la_ propiedad. de tener unos ingre-
sos anuales eno superiores» a 15.000 B
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WL Propiedades de la complementacién

a ANA=0 AUA

a) En efecto, si:
*EMNA)=>xEA y xEA,
es decir:
x€A y =G4,

lo cual es absurdo.
Luego, ningiin # pertenece al conjunto AN A’ y, por tanto,

ANA=0.

b) Dejamos a cargo del lector la deduccién de la segunda
parte de la propiedad.

@ o=U

a) En efecto:

O={(xxC€U y x¢0}=U

b) Dejamos a cargo del lector la deduccién de la segunda parte
de la propiedad.

6 () Involucién.
En efecto:
Y =(xx€U y xGA)=4
@ ASB <> A2F

DiRecTo. Comenzaremos por probar que:

ASB = A2F
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En efecto, todo
*€EB = x¢B,
pero como B2 4,
GB = xGA—> xEA.
Luego
BCA, obien A2B.
REC(PROCO.  Vamos a probar ahora que:
A2B = ACB
En efecto, todo
1€EA = xE 4,
pero como A'2 B,
xGA = x¢B =>:€B.
Luego:
ASB.
LEYES DE MORGAN:

() (ANBY=A'UB 6 (AUBY=A'NB

Demostraremos la (5), dejando la deduccién de la (6) a cargo del
lector,
(ANBY = (xx€V y xEANB}-
—(xr€U y GEA 6 xE B))-
~(xr€EV y x€EAUB} =4 UB
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T Ley de dualidad

Reuniendo en un cuadro las propiedades obtenidas en los nime-
w4, 5, 10, 11 y 12, tenemos:

ASA
ASB y BSA—>A-B
ASB y BSC = ASC
0cA U24
ANB=BNA AUB=BUA
(ANB)NC=ANBNC) (AUB)UC=4U(BUC)

XS4 y x;n-::>x§,4nn'}
X24 y X2B <> X24UB

ACB <> ANB=A A2B <> AUB-4
0N4=0 UUA-U
ANA=A4 AUA=A
ANU=4 AUO0=4

ANBUO=ANBUMUANC) E
AUBNO=(AUB)NMUUC)

ANAUB)=A AUMANB)=4
ANA=0 AVAL=U

(ANBY=A'UB (AUBY=A'NB’

Ahora bien, a la vista de este cuadro de propiedades, es fcil com-
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probar que si en una de ellas se intercambian entre si los signos
<y 2
no»u
[
haciendo caso omiso del signo de complementacién, caso de que
éste figure en la propiedad, se obtiene de nuevo una de dichas pro-
piedades, o bien se vuelve a obtener la misma propiedad de partida.

Esta notable propiedad, llamada ley de dualidad, nos sefala la
posibilidad de clasificar las propiedades vistas hasta ahora por pare-
jas, o bien en propiedades dobles, entendiendo por propiedad doble
aquella cuya dual sea la misma propiedad.

Las propiedades dobles son:

ASA, ASB y BSA = 4=B,
ASB y BSC = ASC,
(AY=A y ASB <> A'2B.
De la ley de dualidad se sigue que:

La validez de un teorema obtenido apoydndose en las repetidas
propiedades implica la del dual correspondiente.

Asi, por ejemplo, si hemos conseguido demostrar que
(ANB)U (' UB)=U,
la certeza de esta propiedad implica la de su dual

(AUB)N (4 NB)=0.
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14. Algebra de conjuntos

En el desarrollo de la materia vista hasta ahora hemos comen-
zado por establecer los conceptos de econjuntos y «elementos, para
después proceder a definir diferentes operaciones y relaciones con
ellos. Consecuencia de éstas y de la naturaleza légica de los entes
creados, se han ido deduciendo diferentes propiedades.

Las propiedades (o leyes) de los mimeros 3, 4, 5, 10, 11 y 12
constituyen los «cuadros operacionales» o legislativos a que res-
ponden los entes preestablecidos y serdn la base para el desarrollo
de una teorfa e conjuntos.

Ahora bien, es razonable pensar en la posibilidad de invertir el
proceso_ini es decir, comenzar por dar los cuadros legisla-
tivos (no deducirlos, sino postularlos) prescindiendo de la natu-
raleza de los entes que han de responder a ellos. Conseguiremos
asi eliminar el laborioso proceso deductivo de las citadas leyes;
y, sobre todo, al adoptar como axiomas las repetidas propiedades,
podremos construir deductivamente, al igual que se hace en la
Geometrfa euclidea, un Algebra de conjuntos.

Es obvio que para la construccién axiomitica de un Algebra
de conjuntos debemos cerciorarnos de-que los axiomas del cuadro
de partida sean independientes entre sf; esto es, que ninguno de
ellos pucda deducirse a partir de otros del cuadro inicial. Con-
dicién esta que, ciertamente, no se cumple con las leyes de los
niimeros 3, 4, 5, 10, 11 y 12, pues en repetidas ocasiones hemos
visto c6mo unas han sido deducidas légicamente a partir de otras.

Es inmediato que nos preguntemos: ;Cuil es el conjunto mi-
nimo de axiomas que nos permitirfa desarrollar axiomdticamente
Ia repetida algebra de conjuntos?

Contrariamente a lo que se podria pensar, la cuestion es com-
pletamente indeterminada; pues hay en efecto tantas dlgebras como
cuadros de axiomas independientes entre s{ podamos dar.

Es inmediato pensar que un dlgebra serd tanto mis eperfectar
cuanto més completo sea el cuadro de axiomas de partida. Al
estudiar el capitulo de las «Estructuras algebraicass tendremos
oportunidad de ver cémo, efectivamente, a medida que se va
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ampliando el cuadro legislativo (0 cuadro de axiomas) se va
obteniendo un dlgebra cada vez més compleja.

Otras operaciones. Aun cuando para formar el cuadro ope-
rativo de cualquier lgebra e conjuntos basta con las operaciones
definidas hasta shora, vamos a_estudiar dos nuevas operaciones
que, si bien es verdad que pueden definirse a partir de las opera-
ciones estudiadas hasta el momento, también es cierto que pueden
efinirse directamente, con lo que se consigue una mayor claridad.

15. Diferencia
Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, llamaremos diferencia
de dichos conjuntos al conjunto cuyos elementos pertenccen a A,
pero no a B; la representaremos con la notacién
A-B
En simbolos:

A-B={x[xr€EA y x¢B}

Ejemplos:
@) SiA={1,2,345 6}y B=(2 4 5} se tiene:
A-B=(1,3, 6}

&

A4=(1,23456}yB
A-B={1,3,5, 6}

2,4,7, 8,9}, se tiene:

o) SiA={24 6}y B={], 3, 5 7, 9} se tiene:
A-B=(2,4,6}

&

Ay B son, respectivamente, los conjuntos de puntos
a Tos ctcuios O, . 0 Fig. 1), 4B ¢ I conjunto de
Puntos de la parke sombreada.
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) Si Ay B son, respectivamente, los conjuntos de puntos
de los circulos solapados O, y O, (Fig. 2), A—B es el
conjunto de puntos de la parie sombreada.

) Si Ay B son, respectivamente, los conjuntos de puntos
de 105 circulos O, y O (Fig. 3), A~ B es el conjunto
de puntos del circulo A (cfrculo sombreado).
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Es de observar que, si 4 y B son disyuntos:

A-B=A y B-A=B

PPROPIEDADES !
&) A-B=ANE
En efecto:
A-B={(zx€E4 y x¢B)
={x[x€EA y x€EPB’

La igualdad (1) nos pone de manifiesto la relacién de depen-
dencia que existe entre la nueva operacion (diferencia) y las ante-

riores de pas
posibilidad de adoptar dicha igualdad (1) como definicién de

rencia.
@ A-A=0
En efecto:

A-A=ANA=0
) A-0-4
En efecto:

A-0=ANO=ANU=A

@ 0-4-0
En efecto:

0-4-0nA=0
5) U-d=1'
En efecto:

U-A=UNA=A
©) A-U=0
En efecto:

A-U=ANU=4N0=0

50 la
dife-
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@) (A-By=A'UB
En efecto:
(4-By=(ANBY=A'UBY=4'UB
®) A-(BUC)=(4-B)N(4-C) Morgan.
En efecto:

A-(BUO=ANBUCY=ANBNC) =
=(xx€d y xEB y xEC}
—(x}x€4 y xEB y x¢EC}=
~(x}x€4 y xEB}

(2}x€4 y x§C)=(A-B)N(A-C)
©® A-(BNC)=(4-B)U(A-0) Morgan.

En efecto:
A-(BNO=ANBNCy=ANBUC)=ANBYVANC)=
=(A-B)U(4-C).

10) A-B=B-A'

En efecto:

A-B=ANB=B NA=B N(4)

an (4-B)-€C=4-(BUC)
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En efecto:
(A-B)-C=(xx€E(A-B) y x¢C)=
=(xlx€4 y x€B y x€C)=

—(xx€A4 y xEBUC}=4-(BUC).

A-(B-C)=(4-B)UMANC)

12)
En efecto:
A-(B-O)=ANB-CY=ANBUC)=
“ANB)UANC)=(4-B)UUNC).
a3) A-(A-B)=ANB
En efecto:
A-(A-B)=(A-AHUANB)=0UANB)=ANB
(14) AUB-C)=(AUB)-(C-4)
En efecto:

AUB-€)=AUBNC)-AUBNAUC)
=(AUBNCUA=AUB)NC- A=
=(AUB)—(C-4).

15) ANB-C)=ANB)-(ANC) Distributiva.
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En efecto:
ANB-C=ANBNC)=(ANBNC=
ANB)NATU[ANB)NC]=
—ANBN A UC)=(ANBINANCY =
=(ANB)-(ANC).
a6) ASB <> A-B=0
En efecto:
DIRECTO.

A-B

puesto que A4S B.

Recferoco. Si x es un elemento de A, una de dos: 6 x& B,
o bien xEB.
Ahora bien, como el primer caso no puede darse, ya que

A-B={xx€AyxEB)
es €l conjunto vacio por hipétesis, tendrd que ser:
X€EA=xEB

esto es:

16. Suma booleana

Suma booleana o diferencia simétrica de dos conjuntos cuales-
quiera A y B, es ¢l conjunto A+ B definido por la igualdad

A+B=(4-B)U(B-A)
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Ejemplos:
a) Sid

1,2,3, 45 yB={4,56,7 8},
1,2,3)U(6,7.8) =(1,2,3,6.7,8)

b) Sid
A+B

1,2,3,4)y B={6,7 8},
{1,2,3,4)U{6,7,8}=(1,2,3,4,6,7,8}

c) SiA={1,23 4,56 yB={345)
A+B={1,2,6}U{ }={1,2,6}

@ $idy B son, respectivamente, los conjentos de puntos
de los circulos O, y 0; de las figuras adjuntas, 4
el conjunto de puntos de la parte sombreada de i
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m A+B=AUB-ANB
En efecto:
A+B=(A-B)UB-A)=ANB)UBNA)=
=(AUB)N(AUA)N(B'UB)N (B UA)=
=AUBINUNUN A UB)=(AUB)N (4 UB)=
=(AUB)N(ANBY=(AUB)-(4NB).
@ A+4-0

En efecto:
A4A=AUA-ANA=A-4=0
) A4+0=4
En efecto:
A440-4U0-AN0=4-0-4
@ AsU=A"
En efecto:
A+U=AUU-ANU=U-A-4'
5) (A+BY=(ANB) UL NEB)
En efecto:
(A+BY=[(4-B)U(B- A ~(4-BY N(B-A) -
A'UB)N(B'UA)=
(4 UB)NBIUL(A UB)N A]=
“(ANBYUBNBNU[ANAUUANBI=
(4'NB)UOJUIOU (4N B)-
=ANB)UA NB).

© A+B=B+A Conmutativa.
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En efecto:
A+B=AUB-ANB=BUA-BNA=B+4
@ (A+B)+C=A+(B+0) Asociativa.
En efecto:
(A+B)+C=[4+B)-ClU[C—(4+B)]=
~[4+B)NCIU[4+BY NC]=
—(ANB)UA NBINCYU{[ANB UM NBINC)=
—(UNBNCUANBNCIUANBNOUMANBNC).
Ahora bien:

ANBNC)UANBNO)=
“ANBNCNUMANBNO]=
—AN(BNC)UBNO)=
—ANB+0);

ANBNCUANBNO)=
=UNEBNOIVANBNOI=
=ANBNC)UBNOI=
=ANB+O).

Sustituyendo, se tiene:
(A4+B)+C=[ANB+CIUA'N(B+O]=
~(A-(B+OIU[B+C)-Al=A+B+C).
Distributividad de la interseccion con respecto a la suma:
® ANB+O=(ANB)+(ANC)
En efecto:
ANB+O=ANIBNC)UB NC)=
~ANBNCOUUNBENO).
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Ahora bien:
ANBNC=(ANBNC)UO=
=ANBNCUANANB)=
=ANBNA'UC)=(ANB)N(ANC)

ANBNC=(ANBNOUUANANC)=
=UNONAUB)=(ANCON(ANBY.
Sustituyendo, se tiene:

ANB+O=[(ANB)NANCTUIANCON(ANBY]=
=[(ANB)-(ANOIVU[ANC)-(4NB) =
=(ANB)+(ANC).

© AUB+C)=AUBUC-A'NBNC
En efecto:

AUB+C)=AU[BUCO-(BNC)]=AUBUC) -
~[(BNC)-4]=AUBUC-BNONA

10 (4+B)-C=(4ANC)+(BNC)
En efecto:
(4+B)-C=(4+B)NC'=(ANC)+(BNC)
11 A-(B+CO)=(ANBNOUUNBNC)
En efecto:

A-(B+C)=ANB+CY=AN(BNOU B NC)=
=ANBNOUMANBNC)
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17. Nimero de elementos de un conjunto finito

Si ¢l mimero de elementos de un conjunto finito cualquiera X
o representamos con la notacién n(X), es inmediato que: Si los con-
juntos A y B son disyuntos, se tiene:

@ (AU B)=n(4)+n(B)

En general, para  conjuntos Ay, Ay .., 4y, disyuntos entre i dos
a dos, se tiene:

@ (AU Az U . U A =n(d) + n(A) + ..+ nl(Ay)
Vamos ahora a generalizar las férmulas obtenidas al caso de con-
juntos cualesquiera (disyuntos o no).
L Si Ay B son dos conjuntos cualesquiera, como
A=ANBUUNE)*
¥, ademis, los conjuntos 4 N B y AN B’ son disyuntos, se tiene (1):
&) n(A)=n(A N B)+n(4 N B)
Andlogamente, de
B=(ANB)UA NB)
¥ teniendo en cuenta que A N B y A’ N B son disyuntos, se tiene (1):
@ n(B)=n(4 N B)+n(4' N B)
Sumando miembro a miembro (3) y (4), tenemos:
n(4) +n(B)=2n(A N B)+ n(4 N\ B)+n(4' N B)
de donde:
©) (A O B) +-n(A' () B)=n(A) + n(B) ~2n(4 \ B)

NU=ANBUBI=(ANBUUNE)
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Por otra parte, como
AUB=ANBUMANB)UMANB)*

y, ademds, los conjuntos ANB, ANB y A'NB son disyuntos
dos a dos, se tiene (2):

n(A U B)=n(A N\ B)+n(4 N B)+n(4' N

Sustituyendo n(4 N B)+n(4’ N B) por su valor dado por (5), tene-
mos, en definitiva:

©) n(4 U B)=n(A)+n(B) -n(4N B)

Es de observar que la férmula obtenida es una generalizacién de
la (1), pues, en efecto, si en la (6) introducimos la hipétesis de
ser A y B disyuntos, se obtiene la (1).
IL i partimos ahora de tres conjuntos cualesquiera 4, B y €,
se tiene:
#AUBUC)=n[4UB) UCl=n(4 UB)+n(€)-nl(AUB) N €)=
=n(A)+n(B)-n(A N B)+
+0(€)-nl(AN O U (BN €)=
—n(A)+n(B)+n(C)-n(ANB)-n(AN ) -n(BNC)+
+alANONBNO)=
=n(A)+n(B) +n(€)~n(A N B) - (A N €)-n(BN O)+
+nANBNO).
es decir:

(7)  nAUBU C)=n(d)+ n(B)+n(C€)~n(d N\ B)-n(4 N €)-
~n(BNC)+n(ANBNC)

* AUB=[4NBUMANBYNU[ANBUM NEN=
=UNBUMANB)U M NB).
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1ML Para cuatro conjuntos cualesquiera, 4, B, € y D, se tiene:

nAUBUCUD)=n[4UBUCUD)=

—n(A)+r(BUCUD)-nlAN(BUCUD)=

=n(A) + n(B)+n(C) +n(D)
—n(BNC)-n(BND)-n(€ND)+n(BNCND)~
—rlANB)UMANOUMUND)=

=n(A)+n(B)+n(€)+n(D)~
~n(BNC)-n(BND)-n(CND)+n(BNCND) -
~[MANB)+n(ANC)+n(AND) -
—nANBNC) -n(ANBND)-n(ANCND)+
+nANBNECND)]

de donde:

®) n(4U B U CUD)=n(A) +n(B)+n(C)+n(D) -
—n(ANB)-n(AN €)-n(AND)—
~n(BNC)-nBND)-n(CND)+
+nANBNCO)+nANBND)F
+n(ANCND)+n(BNECND)-
—nANBNCND).

Proponemos al lector, como ejercicio, la_generalizacién de la
f6rmula obtenida al caso de que el nimero de conjuntos fuera n.
Ejemplos:

a) Si
se tien

={1,2,3), B=({4,5,6,7) y €={%10,11,12,13,14},
e:

(A UBU C)=n(4)+n(B)+n(€)=3+4+6=13
b) Si A,(u, bcd), B={bc de}yC={abelf
8 h), se tiene:

n(AUBUC)=n(4)+n(B)+n(€)-
—n(ANB)-n(ANC)-n(BNC)+ nANBNC)=
—444+6-3-2-2+1=8
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18.

tos

Se

Ejercicio:

;Puede creerse a un investigador que informa que de cada
1000 habitantes de una ciudad, a 81 les gusta el azicar,
2723 ¢ helado, a 645 los pasteles, a 562 les gusta ¢l seica
3 ol helado, a 463 <l azicar y los pasteles, a 470 los pastees
¥ el helado y sélo a 310 les gustan las tres cosas?

Resolucion:

si con 4, B y C, i a
los conjuntos de personas que les gusta: el aafcar, el
helado y los pasteles, se tiene: nl
HOG5, a4\ B)=32, wANC)=463, WBN G470 §
nANBNA Q)=

Aplicando e formuta (17.7), tenemos:

n(4 U B U C)=n(4) +n(B) +n(C) -
~n(ANB)-n(4 N C)-n(BNC)+nANBNC)=
=816+723+ 645 — 562 — 463 — 470+ 310=999.

Resultado inferior al nimero de personas investigadas. Por
tanto, no debe creerse al investigador.
Los cuantificadores

Si p es una propiedad determinada y A(p) el conjunto de elemen-
de U que poseen dicha propiedad; es decir, si

A(p) = (x|x €U y x posee la propiedad p}

pueden presentar dos casos, segin sea

A(P)=U, obien A(p)#U.

1° A(p)=U, es decir, todos los elementos de U poseen la

propiedad p. Esto lo expresaremos escribiendo

¥ leerems

[LE510]

«para todo %, se verifica la propiedad p».
Al simbolo Vx se le llama cuantificador universal.
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Ejemplos:
@) Si U es el conjunto de los nimeros reales, se tiene:
VD [E+D)E-D=x-1]

) Si U es el conjunto de los puntos de una circunferencia
de centro o y radio 7, se tiene

(V) (x dista r de 0)

) Si U es el conjunto de todos los tridngulos del plano,
Se tiene:
(V) (x es tridngulo)

20 Si A(p)# U y-suponemos, ademis, A(p)# O, un clemento
de U, por lo menos, posee la propiedad p; esto lo expresaremos
escribiendo

@0(p

¥ leeremos, eexiste un x, al menos, tal que ¥ posee la propiedad p».
Al simbolo 3z se le llama cuantificador existencial.
Ejemplos:
) Si U es el conjunto de los nimeros reales, se tiene:
@2 (¢ -4x+3=0)

b) Si U es el conjunto de todos los tridrigulos del plano,
se tiene:
(3%)(x es tridngulo rectdngulo)
) Si U es el conjunto de todos los hombres de Caracas,

se tiene:
(3% (x es casado)

Es de observar que una propiedad que es verdadera para un
dor, se convierte en falsa para el otro; asi, por ejemplo,

(32 (- 5x+4=0)
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es verdadera; en cambio,
(¥ 2) (=52 +4=0)
es falsa.

Interesa sehialar, también, que hay propiedades que no se con-
vierten ni en verdaderas ni en falsas para ninguno de los cuanti-
ficadores; asf, por ejemplo,

@E90Br-2+5=0) y (V9)0Br-24+5=0)

no son ni verdaderas ni falsas.
En cambio, agregando los dos cuantificadores 3x y 3y se
obtiene la propiedad verdadera
@0 Ay Bx-2+5=0)

que se I

eexiste una pareja (x,y), al menos, que verifica 3z~

+5=0n.
‘Andlogamente, la_ propiedad
(¥ 2) @y (r-*=w)

es verd:dera y se lee:

«para todo %, existe un y, al menos, tal que
et

Pm Ax, ¥2)

y los cuantificadores ¥V x, 3y, ¥z, se tendria:
(¥ %) (@) (¥ 2) [f(x, 9, 2)=0]

que se lee en la forma: «para todo x existe un y, al menos, tal
que, para todo z, se tiene (z,

Ejemplos:

@) (VD) ERV2)[+2) (x-2) Qy-3)=( -yl
b) (V)35 (¥ 2)[y=1).

Los cuantificadores y la megacion. A veces interesa saber
formar las negaciones de las propiedades que contienen cuantifica-
dores. Se pueden presentar dos casos
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1% Si no existe ningin elemento de U que posea la propie-
dad p, es decir, si A(p)=0, escribiremos

@ no (32)(p)

Ahora bien, en este caso, el complementario de A(p) seria el pro-
pio U, es decir, [A()=U, y como ningin elemento de U tiene
la propiedad p, 0 lo que es lo mismo: todos los elementos de U
poseen la propiedad 70 p, se tendré:

® (V) (o p)

Finalmente, como (a) y () expresan lo mismo, tendremos, en
definitiva, la equivalencia

m no (3x)(p) <= (Vx)(no p)

2° Si parte de los elementos de U poseen la propiedad p y los
demés no la poseen, es decir, si parte de los elementos de U poseen
la propiedad p, y los restantes la no p, se tendrd la equivalencia

@ 1o (V) (p) <= (3x)(@o p)
Ejemplos:

@ no(iz)(%'» +l=x) - (Vr)[no(%&%bl:x)]

1
1))
Los cuantificadores y Ia conjuncién. 1° Si todos los ele-

mentos de U poseen simulténeamente las propiedades p y g, se
tendri la equivalencia

e
2
1

-

) no(va)( %) @(5:)[“(

®) Vapyq <> (VOP) y (V2 (9]
y como, por otra parte,

Vx)pyq <> Apyq=U
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y, ademés,
Alp y 9)=B(p) N Clg)
tendré que ser
VD)py g <= Py 9)=U] <= [Blp)=Cg)=U]

20 Si existe algin elemento de U que posee simultdneamente
las propiedades p y g y otros que no; es decir, si

AP)NBQ@Q#0 y [Ap)NB@QI#0
se tendrd la implicacién
@ B0 yq =320y E0@Q@]

La reciproca de esta implicacion no serd cierta, en general; en
efecto:

@0 vy 30 => Ap)#£0 y B@)#0

pero si A(p) y Blg) fueran disyuntos, no existiria ningdn elemento
que posea simultineamente las propiedades p y ¢ ¥, por tanto,

@0 (pyq

Ejemplos:
@) Si U={612,18,24}, se tiene:

W) (e=2y x=3) <> (VO (x=3) y (Vo) x=3)]*
b Si U=

1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,15), se tiene:
ANG=3yx=3) = [(ADE=D)y @0G=3)]

En este cjemplo, la implicacién reciproca es cierta.

* Con la notacién a

expresaremos que el nimero a es miltiplo de .
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¢ SiU={1,23457809, 15), se tiene:

@ne=2) y @aG=H
pero, en cambio, no es cierto que se tenga
@0 @=2 y x=3).

Los cusntificadores y la disyuntiva. 1° Si existe algin cle-
mento de U que posee la propiedad p o la g, o bien la p y la g
simulténeamente, es decir, si

Ap o 9#0
como en todo caso
Alp 0 9)=B(p) UClq)
tendremos la equivalencia
Alp 0 9)# 0 <= Bp)UC(q)# O
de donde
(5) @) o g <= (AN o AN (@]

27 Si todos los elementos de U poseen la propiedad p, o todos
poseen la propiedad g, se tendré la implicacién

(6) Y2 (@) o (V2) (@] = (V2)(p 0 q)
El reciproco es falso en general; en efecto:
V)P 0 @ <> [p)UB@)=U)
Ahora bien, este segundo miembro no implica necesariamente
que sea
Ap)=U o Bl@=U
es decir, que se tenga

Vx@E) o (Vx)(g).
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Ejemplos:

Si U es el conjunto de los puntos de un plano, ABCDEF
un exigono dado, p la propiedad de equidistar un punto
del plano de los vértices A, B y C, y, finalmente, g la
de equidistar de los vértices D, E y F, es inmediato que
se tiene la equivalencia (5).

£

&

Si U es el conjunto de los puntos de la mediatriz de un
segmento dado AB, p la propiedad de equidistancia de
los puntos de U de los extremos A y B, y, finalmente,
Supouemos que g & ma propiedad cmtrasctoria on o
misma, como lo seria, por cjemplo, la de que la suma de

distancias de los puntos de U a los A y B valiera %.

En este ejemplo es inmediata la implicacién (6).

e

Si A, By C son tres puntos no pertenecientes a una
recta, U el conjunto integrado por los puntos de las me-
diatrices de AB y BC, p la pmpledad de equidisar parte
de los puntos de U'de A y B, 3, foalm :m, PR
cauidistir parte de kos pantes de 0 d

o cite caso, s tiene (V) (7 © ) pero es falso que
sea (Vx)(p) o (V¥)(g).

Los cuantificadores y la conmutatividad. Tienen caricter de
inmediata_evidencia las equivalencias.
%) V) (V) (p) <= (V9 (V2) )
® EVEY0) < ENEDE
por tanto, los cuantificadores de la misma naturaleza se pueden
cambiar entre si.

También es cierta la implicacién

© A0 (@) = (V532 ()

En cambio, la reciproca de ésta es falsa en general.
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Ejemplo:

Si U es el conjunto de puntos de un plano, z e y, res-
pectivamente, un punto y una curva cualesquiera del plano, y
P la propiedad de poder ser engendrada y, de un solo trazo,

r o mavimiento, de un punto %, se tiens, cvidentementer
(Y4)@2)(p), es decir, ecualquier curva y ha sido engen-

drada por el movimiento de un punto x

cambio, si permutamos los cuannfczdores. s tendta:
(30)(Yy)(p), es decir, «existe un punto x, tal
Saaaieite todas aa Sariaacy dal oanns: CmAEn ot
mente falsa.
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EJERCICIOS RESUELTOS

Si los elementos de los conjuntos solapados A y B los repre-
sentamos por .puntos de circulos solapados en un diagrama
de Venn, y designamos con 1, 2, 3 y 4 las regiones que las
circunferencias de dichos circulos determinan en U; se pide
expresar simbélicamente dichas. regiones.

Solucidn:

La regién 1 viene expresada por 4 N B, la 2 por ANB,
la3 por ANBy la4 por A'NB.

4

Si los conjuntos A, B y € son tales que los circulos que los
representan en un diagrama de Venn se solapan dos a dos,
s forman ocho regones 1, 2, 3, 4,5, 6,7y &, cuya expre.
sién simbélica se pid
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Solucidn:

La resion | viene expresada por ANBNC, 1 2 por
a0 3 por ANBNC T 4 por ANBNC,
lnSporAﬁB ,la 6 por ANBNC, Ta 7 por ANBNC
y1a 8 por A NBAC.

Nota: Puesto que el nimero de regiones que determinan las
circunferencias de 1, 2 y 3 circulos es, respectivamente, 2,
4 8, es inmediat

cada una corte a las n—1 restantes, es 2"; la realidad es
e esto es cirto solamente para n=1, 2 y 5. pero defa de
verificarse desde

La formula gcnerzl e, s R regiones para n
cfrculos es ni—n+

Dados los conjuntos solapados A y B, se pide representar en
un diagrama de Venn los conjuntos:

AUB, A'UB, AUB y AUF

deduccion puede verse en, ol libro Norte de problemas, de Rex

PASTOR-y GALLEGO Diaz, nim. 24-4, péginas 184 y 185.
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Solucién:

1, 23456

. 7, 8,

f) AUB;
g AUB;
h) AUB’;
i) AN0;
i) AV0;

, 8, 9), 1,
3,4, 5, 6, 7, 8], determinense los con)lmlos s)gmenles

y

k) ANBY;  p) AUU:
U AUBY; @ A-B:
m ANU: 1 B-a:
W ANV 9 A+B.
o) AUU;
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b ANB={567,38);
o ANB =(1,2);
4 ANB=(9);
e AUB=(1,234,567,8)
) AUB=1(3,4,567389);
1) (1,2,3,4,9;
) (1,2.56789);
i) AN0=0;
i) {1,234
k) ={1,2506738 9
)
m)
n
0) AUU=(1,2,3,4,56789)
p) AUU=(567389)
9 A-B={],2)
» B-A=(5678);
s) A+B=(1,2,567,8).
5.

SU=(0.1,23 456785 4 0,
B={(23,45 61y C=(3145709) Scpld
sentar en un dlagramz de Venn los conjuntos, y 2.
minar los conjuntos siguientes:

a) ANBNC); d) AUBUC); 2 ANB+O);
b) ANBUC): e) ANB-C); 1) AUB+C).
) AUBNO; f AUB-C)




EJERCICIOS RESUELTOS

Ey

()«
0’4

a) ANBNO)={3, 4};

b) ANBUCO)={2 3,4, 9};

) AUBNO={(0,1,23,4,5 9}
{0,1,2,3,4,5 67,9
2}

0,1,2 3,469
2,9

B AUB+€)=(0,1,2346,7,09}).

. Utilizando diagramas de Venn, verificar las relaciones:

@ ANBNCO=ANBNC;
b ANBUCO=MANBUMANC);
c) AUBNCO)=(AUBN(AUC);
d) AUBUO=(AUBUC.
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Solucidn:

aj

u [3

AN(BNC) es la parte doblemente rayada.

(ANB)NC es la parte doblemente rayada.
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rayada.

AN(BUC) es la parte doblemente

da.

(ANB)U(4NC) es la parte raya
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)

(4UB)N (AU Q) es la parte doblemente rayada.
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7. Utilizando diagramas de Venn, verificar las leyes de Morgan.
Solucion: a)

A'UB es la parte rayada.
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b)

(AUBY es la parte rayada.

A'UB’ es la parte doblemente rayada.



%

2. OPERACIONES CON CONWNTOS

Si U es el conjunto de los empleados de un ministerio, en el
que supondremos no hay viudos-as ni divorciados-as, 4,

y C, respectivamente, los conjuntos de hombres casados, hom-
bres solteros . empleados (hombres o mujeres) con_ ttulo
universitario, Se pide: 1 ilustar gréticamente Tas relaciones

e Tos diversos conjuntos, y 2., expresar con palabras las
Cbinations gt Woas maentia:
Q) A5 b B; o €
4 AUB; e ANB; N ANG
9 A-C " (AUBY; i) Aney.
Solucidn: 1.2

2° @ Conjunto de empleados solteros y casadas;
b) Conjunto de empleados casados y solteras;

Conjunto de empleados sin titulo;

Conjunto de empleados varones;

Conjunto vacio;

Conjunto de casados con titulo;

Conjunto de casados sin titulo;

h) Conjunto de empleados mujeres;

Conjunto integrado por empleados solteros, casadas

¥ casados sin titulo.

cexs e
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9

9. Hallar grficamente Ia intrsecicn de los conjuntos de pun-
os de

dos semiplanos solapados.
Solucién:

La interseccion es la parte doblemente rayada.

10. (En qué casos la interseccién de dos semiplanos es el con-

junto vacfo?
Solucidn:

@) Cuando los bordes de los semiplanos son coincidentes y

los semiplanos distintos.

b) Cuando los bordes de los semiplanos son paralelos y los

semiplanos disyuntos.

11, Hallr grificamente el confunto de puntos de ug trdngulo
como interseccién de los conjuntos de puntos de tres semi-
‘planos.

Solucion:

La interseccién de los tres semiplanos es la parte sombreada.
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12. Hal]nr Frifleamente m camo en que la interseccién de los
e puntos de tres semiplanos no dé el conjunto de
i tridngulo.

La interseccién en el caso indicado en la figura es el
conjunto vacio.

13. Hallar gréficamente el conjunto de puntos de un pentigono
como interscecién de los conjuntos de puntos de cinco semi-
planos.
Solucion:
La interseccion de los cinco semiplanos es la parte som-
breada.
14. Hallar grificamente un caso en que la interseccion de

los
conjuntos de puntos de cinco semiplanos no dé el conjunto
de puntos de un pentigono.
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5

Solucion:

7

Nota: La interseccin, en el caso indicado en la figura,
es el conjunto vacio.

Demostrar la igualdad
AN(B-A)

Resolucidn:
ANB-A)=ANBOA)=(ANA4)NB=0NB=0.
Demostrar que:
AUB-02B
Resolucién:
AUB-A)=(AUB)-(4-A)=AUB2B.

Si ASB, demostrar que:
A-(4-

Resolucion:
A-(A-B)=ANB=A.

Hallar el resultado de las operaciones siguientes:
@) B-(ANB);

b) (A-B)U(BNA);

¢) (ANB)UANB)UM NB).
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Resolucion:

a) B-(ANB)=(B-A)U(B-B)=B-4;

b) (A-B)UBN A= umnuumm
=ANBUB)=4N

c) (ANBYUMANB)U (4 NB)=
=[(ANBUUNBNUMA NB)=

NBUBNUMA NB)=

NUOUMA' NB)=AU(4' NB)=

=(AUA)N(AUB)=UN(4UB)=4UB.

Demostrar las igualdades siguientes:

a) (ANBUMAUB)-U;

b) (AUB)UMU NB)

) ANB)UUA'NB)=(AUB)N(AL'UB);

d) (ANB)U(4+B)=AUB;

e) (AUB)N(4£'UB)=4+B.

Resolucidn:

a) (ANB)UAL UB)

b) (AUBJUM NB)

c) (ANB)UMA NB)= [unu')unn[unn’)ux

(AUA)N (A UBNNIAUB)N(BUB) =

UN (4 UB)NN[4UBNU)=
=(A'UB)N(4UB).

d) (ANB)UA+B)=(ANB)U[AUB)-(4NB)=
=(ANB)U4UB)-[(ANB)-(4ANB)]=
=(ANB)UAUB)=4UB.

e) (AUB)N(L'UB)=(ANB)UA' NB) =
=(A-B)U(B-A)=A+B.

Demostrar que
A+BSAUB.
Resolucion:
*EA+B = xE[(AUB)-(ANB)] =
xEAUB y x§ANB = xEAUB.



EeRCICIOS ResueLTOS 95

21

23.

8

24.

Demostrar las igualdades siguientes:

@) (AUB)N(A+B)=A+B;
b) (4UB)U(A+B)=AUB.

Resolucion:
Son consecuencia inmediata de estar

A+BSAUB.

Demostrar que los conjuntos ANB y A+B son disyuntos.
Resolucidn:

(ANB)N(A+B)=(ANB)N[(AUB)-(ANB)]~
(ANB)YN(AUB)]-[(ANB)N (4N B)]=
—ANB-ANB=0.

Hallar ¢l resultado de la expresion:
ANBUUANB)UMANB UM NB)
Resolu
(ANBUUANB)=B-AHUA-B)=B+A=A+B;

(4+B)UANB)=AUB;
(AUB)UA' NB)=(AUB) U4 UBy=

Demostrar que los subconjuntos 4 y B de U son complemen-
tarios si, y s6lo si, se verifica simultineamente:

ANB=0 y AUB=U.
Resolucidn:

Si Ay B son complementarios, es decir, si B=A', se
tendrd:

ANB=ANA=0 y AUB-AUA=U
Reciprocamente:
ANB=0 —> A y B disyuntos
AUB=U = Todo x€EU =>
= xEUB) = xE€4 6 xEB.
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Por otra parte:
*€A=>xEAUB = xEB = ACB
*EB=>2EAUB => x€4 => BS4

Ahora bien, como AS B y B A, tendremos, en definitiva:
4=B.
Reciproco:
A=B = (AUB)N (4 UB)=(AUA) N (4'UA)=
=AN4=0.
28, Demostrar la equivalencia
(AUB)N(BUA)=U <> A=B
Resolucidn:
Basta observar que esta equivalencia es la dual de la del
ejercicio 26.
29. Demostrar Ia equivalencia
(ANB)UMANB)

<> A=B
Resolucién:

Obsérvese que esta equivalencia es la dual de la del cjer-
cicio 27.

M
H

Demostrar la igualdad
(AUBNBUCONCUAH=ANBUBNOUENA
Resolucion:

(AUB)N(BUCO=[BUC)NAUIBUC)NB]=
(ANBUOIUB=(ANB)UMANC)UB=
UBNAHUUANCO=BUMUNC) =
(AUB)NBUONCUAH=BUUNONCU A=
ANC)UBIN[CUAHUMANO)=
ANOUBN(CU A=
ANCOUBNOU BN A=
ANBUBNCOUENA).
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31. Demostrar las igualdades
(AUB)N(AUB)N (L UB)N (L' UB)=0
ANBUUANBYUA NBUMUA NB)=U

Resolucién:

igualdades anteriores se obtienen sin més que desarro-
llar los primeros miembros de las igualdades inmediatas:

ANA)UBNB)=0 y (AUAHNBUB)=U

Nota: Obsérvese ln dualidad de las igualdades a demostrar,
asf como, por supuesto, la de las igualdades.

32. Demostrar la igualdad
(AUB) N (4 UB)NAUB)=ANB
Resolucidn:
(AUB)N(A'UB)=(ANA)UB-0UB-B —
— AUBNA'UB)N(AUB)=
=BNAUB)=BNAUBNB)=
=ANBUO=4NB.

33. Se consideran inmaduros para pasar a tercer afio de la Es
cucla de Economia de cierta Universidad a los estudiantes
que resulten aplazados en Anilisis Matemitico, Teoria Eco-
némica y Estadistica de segundo afio.

10§ resultados obtenidos en unos exdmenes finales fue-

ron: el 5% fueron aprobados en las tres asignaturas; el 20%

fueron aprobados en Andlisis y Estadistica, por lo menos;

el 159 fueron aprobados en Anlisis y Teoria, por lo menos:
25% fueron aprobados en Teorfa y Estadistica, por 1o
et 35% fue el total de los aprobados en Andlisis;
el 509% fue el total de los aprobados en Teorfa, y el 45% fue
el total de los aprobados en Estadistica.
Se desea saber cudntos alumnos tuvieron que repetir el
segundo aiio.




EJERCICIOS RESUELTOS 9

Resolucién:

[»
(=
| st |

Representaremos por puntos de un cuadrado (conjunto
universa), el conjunto total de alumnos (el 100%), y por
puntos de circulos solapados, indicados con 1o lous A,

y E, los conjuntos de alumnos que aprobaron Andlisis, oo
¥ Estaditica, respecivamente.

ondremos 5 en la parte comin a los 3 circulos. Ahora
bnen. como sabemos que el tanto por ciento de los alumnos.
que aprobaron Andlss y Estadistca es el 20 5 ya | hemns
puesto 5, nos queda poner 15 ¢n la parte comin a A
perono a T.

Anélogamente, pondremos 10 en Ia arte comin a 4 y T,
pero no a E, y 20 en la parte comin a E y 7, pero no a A.

Finlmente, como ¢l total de los apmbados en Anilisis
es de un 35%, nos falta poner un 5 en la parte de circulo A
que 1o tiene puntos comunes con los otros dos circulos;
\n 15 en I pate de cieulo T que no teae puntos comuncs
con los otros dos y un 5 en la parte de cfrculo E que no
tiene puntos comunes con los otros dos.

¥, como In suma de los nimeros escrios en los circulos
es endremos, en definitiva, que el porcentaje de los
bt B que tuvieron que repetir curso fue de un 25%.
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LS Us@bedelohi 4= Iy
= (e. /‘ & h, i), determinense los conjuntos slgu\enms
ANB, ANB, ANB, ANB, (ANB), ANO,
ANU, AUB, A'UB, AUB, 4UB, (AUBy
AU0, AUU, A-B, B-4, A+B.

»

(a,bc,de.!»g.hm.k., ={bocdefgh
fo& i i k) et R

|umos snguxtnt:s
ANBNC, ANBUC.
ANB-0,  ANB+C),
AUBUC, AUBNC),
AUB-C), AUB+C).

3. 8 U={abocdefghiijklmnpars)
{bcdef ghih B={ghiijklm
e foibmmnpaql y D={def g mnpr}k

Se pide: 19, representar en un diagrama de Venn los con-

juntos, y 2, determinar los conjuntos siguientes:
(AUBNECND),  ANBNCND),
(ANB)-(€ND),  (ANB)+E€ND),
[4ANBUO]-D, [MUBNOL+D,
AU[B-0)+D), AN(B+0)-D],
A-[BU(C+D)), A+[BN(C-D)].

Utilizando los diagramas de Venn, verificar las igualdades
siguientes:

»*

A-B=ANB,
(4-By=A4'UB,
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6.

%

L4

A-(BUC)=(4-B)N(4-0),
A-BNCO)=(4-B)UU-0C),

A-B=B -4,

A-A-B)=ANB,
AUB-C)=(4UB)-(C-A),
ANB-O=(ANB)~ANC),

A+B=AUB-ANB,

(A+BY =(ANBUMANB),
AUB+C)=AUBUC-ANBNG,
ANB+O)=[(ANB)UMANC]-ANBNC,
A-(B+O=ANBNOUUNBNC),
(4+B)-C=[(ANC)UBNC)]-ANBNC,
(4+B)+C=A+(B+C).

Demostrar que
AUB-ANB
si, y sélo si,
A=B.

Demostrar que
(AUBINB=A

i, y sélo si,

ANB=0.
Demostrar que

ANB=A
si, y sélo si,

ANB=0.

Demostrar que
(ANBU M N B)=(AUB)N (4 UB).
Demostrar la equivalencia
ANBYUMUNB)=AUB <> ANB=0.
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10.

|

&

16.

Demostrar la equivalencia:
(ANB)UBNC)=0 <> ASBSC.

Demostrar la equivalencia:

(ANB)UA' NB)=B <> A=0.
Demostrar la igualdad:

(AUB)UIAN(BUC]I=AUB"*.
Demostrar la igualdad:
ANBUMANCUMA UBY=ANBUC).

Demostrar que

AUB=AUC y ANB=ANC => B=C.

Demostrar la_ equivalenci
ANCYUBNC)U U NBNO=C <> A=B=0.
Demostrar la igualdad:
(ANBUMANB)=A.
El conjunto e puntos de un circulo, ¢puede ser interseccién de
los conjuntos de puntos de semiplanos?

2Qué es, en general, la interseccién de los conjuntos de puntos
de dos dngulos? ¢Y de los tridngulos?

iLa reunidn de los conjuntos de puntos de dos semiplanos es,
en general, el conjunto de puntos de un dngulo céncavo o
convexo?

hallar ANB y AUB.

*ANCSAUB.
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21

Se hizo un cuestionario, formado por tres preguntas, a un grupo
de personas. Cada pregunta debfa contestarse con S o con no
y una sola de estas respuestas era correcta. Si sabemos que:
Un 8% contestaron bien las tres preguntas, el 9% contestaron
bien sélo la primera y la segunda, el 11% contestaron bien
s6lo Ia primera 3 Ia tercera, 41 6% contestaron bien 550 Ja
segunda y la tercera, el 5% contestaron bien la primera pre-
gunta, por lo menos, el 329 contestaron bien la segunda pregun-
ta, por lo menos, y el 499 contestaron bien la tercera pregunta,
por lo menos. {Qué porcentaje de personas no contestd bien
ninguna pregunta?
Solucidn:

Un 6%.

En un pueblo que se editan los tres periicos A BycC,se
hizo una_encuesta entre los adultos de uno y otro sexo,
cuyo resltado fue como sigue; ¢l 50% leen el periédico A,

por lo menos; ¢l 40% leen el periodico B, por lo menos;
S5, leon @1 penédlco C, por lo menos; el 15% leen los
periédicos A y B, por lo menos; el 20% leen los periddicos
57 C. por 1o menos: 1 15% leen. los periddicor B y
por Io menos, v el 10% no lee ningin pericdico. ;Qué por-
centaje de adultos leen los tres periédicos?

Solucidn:

Un 5%.
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relaciones binarias

19. Pares

1. Todo conjunto z=(x,y), de dos elementos ordenados, lo lla-
maremos par.

A x se le llama primer elemento, primer componente o primera
coordenada; y, es el segundo elemento, segundo componente o se-
sunda coordenada.

A veces pondremos

x=proy,z y=proy:z

3. Dos pares
si, y s6lo si, x=x" e y=y.

De la definicién se sigue que es esencial el orden de los com-
ponentes; asi, por ejemplo, (~5, 3) y (3, —5) son pares distintos.
Precisamente el que sea fundamental el orden de los clementos en
los pares hace la naturaleza de éstos distinta de la de los conjuntos,
es decir,

=(x, ), 7 =¥, ) son iguales y escribiremos

(Y #{xy)

A continuacién ponemos un ejemplo para hacer resaltar mis
las diferencias existentes entre pares y conjuntos:

[EXIETE)

en cambio (x,x) sigue siendo un par, aunque tenga sus coordena-
das iguales.

4. En general, a todo conjunto z=(xy, % ..., %) de n clemen-
tos ordenados le llamaremos n-ple. A i, % ..., %, se les llama,




PRODUCTO CARTESIANO DE 005 CONANTOS 105

, n° elemento, componente o coordena-

respectivamente, 1.
da de z.
particular, para n=3 6 4 a z se le llama terna o cuaterna,
respectivamente. A veces al conjunto z le llamaremos punto.
Dos n-ples i 2y e 32 2 < %) SN iguales
y escribiremos z=2' si, y s6lo si, %, L2

20, Producto cartesiano de dos conjuntos

1. Dados los conjuntos A y B, se llama producto cartesiano
de A por B al conjunto de todos los pares (x, ) cuyo primer com-
ponente pertenece 2 A y el segundo a B.

Los conjuntos 4 y B son los factores del producto cartesiano.

Si el producto de los conjuntos A y B lo designamos en la
forma AxB, se tendr, por definicion:

AxB={(xy)x€A ¢ yEB)

Ejemplos:
@) SiA=(1,2 3}y B={m n), se tiene:
AxB = {(1,m); (1,n); @m); 2,m); Gm); Gym).

b) Si A={(1,2}, se tienc:
AxA={(1LD; (1,2); @2 D;(2,2).

En partiular, si B=4, el producto cartesiano A xB se repre-
senta con la notacién A%

Ejemplos:
@) Si A={1,2,3}, se tiene:
A=((1,1);(1,2); (1,3); 21); 2,2); (2,3): 3,1); (3,2); 3,3)}.

b) M={(xyxEN e yEN}).
¢ R={xyxER ¢ yER).
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2. Si B4, como

(Y€ e yEB)

y
BxA={@dyEB y x€4)
¥y
@9 # 2
podemos concluir que:
AxB#BxA

esto es: El producto cartesiano de conjuntos no.tiene la propie-
dad conmutativa.

3. Se generaliza facilmente el producto de conjuntos al caso
de que éstos sean Ay, Ay .. An Su producto A;x Ayx...x A, es
el conjunto de todos los n-ples, cuyos 17 , n° componentes
pertenecen, respectivamente, al 1, 2, ..., n° de los factores del
producto. -

Si representamos este producto con la notacién

[la.

se tendrd:

(o 2y 1)1 € Ay %€ An oy 1, €AY
En particular, si A= 4 A, ¢l producto cartesia-
N0 Ayx Ayx Ayx ... x A, se representa con la notacién A"
4. Si son tres los factores, 4, B y C, y formamos los pro-
ductos

AxBxC={(xy2)xEA, yEB, zEC)
(AxB)x € = {((x,y),2)|(x,y) € AxB, zE C}
Ax(BxC) = {(x,m2)|x € 4, (3,2) € BxC}

(5,y,2) # (% 9), 2) # (x4, 2))
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dichos productos son distintos. En la prictica, sin embargo, con-
vendremos en considerar como  iguales a los elementos (x,y, 2)
((%9),2) ¥ (5,3,2), con cuyo convenio podemos concluir qu

AxBxC=(4xB)xC=Ax(BxC)

La segunda de las igualdades obtenidas nos prueba que: La multi-
plicacion de conjuntos tiene la propiedad asociativa.

Ejemplos:

@) Si A={mn), B={1,23} y C={p,q), se tiene:
AxBxC=(AxB)x C={(m1); (m2); (m3); (m1);
(m,2); (m 3} % {p, g} ={0m, 1,p); (m1,q); (m2,
(m,2,q); (m3,p); (m3,9); (n,1,p); (m,1,0); (m,2,p);
29); (,3,p); (1,3,9)

b) Si A=(1,2), se tiene:

A=AxAxA=(AxA)xA=((,D; (1,2); 1)
@2y {12} ={(1,1,1; (,1,2; 1,2,1);
1,2,2; @11 21,2 22D; 2,2.2).

o N
d R

(x,y,2)|xEN, yEN, zEN).
(5,5,2)xER, yER, zER).

Propicdades del producto cart

(1)) A SB, 4,CB, <> AxA4SBxB

DiRecro. L Si uno de los conjuntos Ay, 4; (o ambos) fuera
vacio, tendré que ser

pues si no fuera 4, x 4, vacfo, este producto contendria por lo me-
nos tn par (z,4), ¥, por tanto, x€ A, y€ A, en contra de la
hipdtesis de suponer uno o ambos de los conjuntos 4, 4, vacios
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Siendo A, x 4; el conjunto vacio y estar éste contenido en cual-
quier conjunto, se tendrd, en definitiva,

A x4, SBxB,

IL Si los conjuntos A;, A; son no vacios, se tendrd:
Todo

@YEAxdy=>xE A, yEA
Por otra parte, de
X€A4 yde ACSH
se sigue que
*EB
Andlogamente, de
yEA4 yde ACB;
se sigue que
YEB:
Luego
(x,y) EB,x B,
y, por tanto,
Ax A4S BB
Reciproco. El reciproco es cierto siempre y cuando que A, y
Ay sean o vacios o no vacios, pues, en efecto:
Todo
$€A, YEM = (51 E AixA:
y como, por hiptesis,
Ax S BxB;,
se téndrd:

(x,y) € B,xB;,
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de donde

¥, por tanto,

Distributividad del producto cartesiano con respecto a las otras
operaciones con conjuntos.

@ Ax(BNC)=(4xB)N(AxC)
En efecto:

Ax(BNCO)={(xyx€E4, yEBNO)}=
=((yxE4, WEB e yEC))=
=(@Y|(xE4, yEB) y €A yEO)=
~AxB)N(Ax0).

Anilogamente:
(BNO)xA=Bx )N (CxA)
) Ax(BUC)=(4 xB)U(4xC)

En efecto:

AxBUO = yjr €4, yEBUC)=
={(xyx€A WEB o yEC)}=
~{,)(xEA yEB) 0 REA, yEO)=
—(AxB)U(AxC).

Anslogamente:
(BUC)x A=BxA)U(Cx4)
@ Ax(B-C)=(AxB)-(4xC)
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En efecto:

Ax(B-O)={(xyxE A, yEB-C
(& YxEA YEB e yEO)}=
={@&Y|®PEAXBY %y EAxC)=
=(AxB)-(4xC).

Andlogamente:

(B-C)x A=(B xA)~(C xA).
(5)

Ax(B+€)=(4xB)+(4xC)
En efecto:

Ax(B+C)=Ax[(BUC-(BNO]=
=[4x(BUO)-[Ax(BNO)=
=[(AxB)U(AxC)]-[(AxB)N(AxC)]=

=(AxB)+(AxC).

Anélogamente

(B+€)x A=(B x A) +(C x A).
OTRAS PROPIEDADES.

6) (41N A2) x (B, N By) = (4, x B) N (4, x BY
En efecto:

AN A)x(BNB) =

@Y|(xE Ay xEA), (yEB) ey EB)}=

=[x €4, yEB) y (xE 4, yE B)}=
~(4xB) N (A:x B,
@

(4,U 4) x (B, UB) =

=4y xB) U (4, x B) U (4;x B) U (4; x By).
En efecto:

(4,U 4) x (B, UB) =4, x (B U B)] U [4: x (B, U B)] =
=(4;xB) U (4 x B) U (4, x B) U (4: x By).
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21.

gramas de los productos cartesianos

de conjuntos

Se facilita_extraordinariamente la_comprension de los pro-
ductos cartesianos de dos conjuntos de una dimensién mediante
una representacién grfica adecuada.

Y

B I
) ‘
|
b
0 A X

Dado ¢l producto A x B, y supuesto trazado en el plano un sis-
tema_cartesiano, convendremos en representar grificamente el par
(2,9), por el punto P(z,y) y, el producto A x B, por el conjunto de
todos los puntos P(x, ).

Ejemplos:
Representar grificamente el producto cartesiano A x B en

los casos que a continuacién se indican.

@) Si A={1,23} y B={24);

b) Si A={1,23} y B={123}

) Si A={xlx€R, 1<x<3}y B=(yyER, 2<y<3}:

d) Si A={xxE€R, 2<x<4) y B={3};

e Si A={2}) y B=(yyER, 1<y<3):

f) Sid={xx€R, 1<x<3}yB={yyER, 2<y<4};
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Osservaciones. 1. El producto cartesiano de dos conjuntos
es finito o infinito, s:gﬂn e s conjuntos de partida sean finitos
o infinitos, respectiva

2. El producto o e]empla 1) es abierto, es decir, estd inte-
grado por o puntos del cuadrado ABCD, excluidos los puntos de
su perimetro.

El producto N* xN*=N*: es el conjunto de todos los pares
ordenados de nimeros naturales, como lo es, por ejemplo, el con-
junto de todos los mimeros racionales de términos enteros positi
vos. Por lo general, ambos conjuntos pueden tomarse como iguales.

El conjunto N*? tiene como representacién gréfica el conjunto
de todos los puntos de coordenadas enteras positivas de un plano
cartesiano.

4. El producto RxR=R’ es el conjunto de todos los pares
ordenados de nimeros reales; esto es, el conjunto de todos los
nimeros complejos. El conjunto R? estd representado gréficamente
por el conjunto de todos los puntos de un plano cartesiano.

IL Si los conjuntos de partida fueran 4, B, € adoptariamos
como representacion grifica de cada terna (x,4,2) del producto
AxBxC, ¢ punto P(x,y,z) y, como representacién grifica de
dicho producto, al conjunto de todos los puntos P(z,y, 2).

z
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Ejemplos:

1. Representar grificamente ¢l producto cartesiano A x
xBxC en los casos siguientes:

@) Si A={(xxER, 3<x<5), B=(yyER, 1<y<3} y
c \ SER, 3<:<6);

b) Si {3}, B={ylyER, 1<y<3} y C=(zz€R,
3<xss;;

o Sid=(3), B=(2}y C=(zz€R, 3<z<5).
Soluciones:

@ Conjunto de puntos del prisma de la figura adjunta (in-
cluida la superficie).
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) Conjunto de puntos del rectingulo de Ia figura adjunta (inclui-
do el perimetro).

) Conjunto de puntos del segmento de la figura adjunta (inclui-
dos los extremos).
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. Representar gréficamente el producto cartesiano A x B
en los casos siguientes:
@) Sid ((x}y)il&y)ER’, (x-6P+@y-4¢=4} y
B={zzER, 5<2<9);
b S A=(@NEYER G-G s G- y
B=(zz€R, 5<2<9).

Soluciones:

@) Conjunto de puntos de la superficie cilindrica de la figura
adjunta.

&) Conjunto de puntos del cilndro, incluida su supertice, de

la figura adjunta.
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22. Relaciones bina

Dados los conjuntos 4, B y una propiedad o relacién R entre los
elementos de dichos conjuntos, diremos que los componentes de
un par (x,y) de AxB estin en la relacion R si entre ellos se
verifica la repetida propiedad; por tanto:

Para definir una relacién R entre los elementos de dos con-
juntos basta fijar una propiedad o ley que permita decidir sin
ambigiiedad, para cada par (x,3) de AxB, si x esti en la rela-
cién R con y o no. En el primer caso se escribe:

- xRy
y se lee: «x estd en la relacién R con y».
Se llama relacién de A a B al subconjunto ® de todos los
pares (x,5) de AxB tales que xRy; es decir:

® = {(9)|(x, Y)E AxB, xRy}

En particular, si B=A a ® se llama relacion en A. Salvo que
explicitamente se advierta lo contrario, en adelante nos referiremos
a este caso.

Si (x,) es un par de @, es decir, si x Ry, x es un antecedente
de la relacion ®, e y un sucesor de x en dicha relacién.

El conjunto de todos los antecedentes x es el domimo de la
relacion ®; lo representaremos con D, y el conjunto de todos
los sucesores y, es el rango de la repetida rtlacuin

Al conjunto de todos los pares del product 2,
tienen sus componentes iguales, se llama dmgamll de dicho pro-
ducto y se representa con ®; por tanto:

D= (@Y €A

v}

Diagramas de las relaciones. Si los conjuntos A y B son
lineales, se facilita la comprension de las relaciones, representan-
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do los elementos de los conjuntos por puntos de los ejes de un
sistema cartesiano, cada par (x,) de G por el punto del plano
que tiene estas coordenadas y, finalmente, el subconjunto G por
¢l conjunto de todos los puntos (x,y) tales que xRy.

Ejemplos:

@) SiA={1,2345)y Reslapropiedad de ser divisor,
%Ry significa ex es divisor de y», y el conjunto de pares
(2,3 para los cuales xRy es & = {(1, 1); e
a.0: 5% @2 (2.4). 6.3 w9 69),

La representacién gréfica de ® estd indicada en la
figura adjunta; A e Smultincamente dominio 3. ran-

g0 de R

Obsérvese que ® es un subconjunto del producto
cartesiano A x A=A y que en & a cada x estd asociado
o corresponde al menos una y.

A=(1,2 3, 4 5} y xRy significa x<y, se tiene
{a,n; 1,2); U 3). (I 4). 1,5); 2,2); (2,3);
2,5); (3,3); 4,4); 4,5); 6,5).
i AR i ¥
rango.
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o

c) Si

®

En este caso,

R=D.

PY P -

H

X

{1, 2, 3, 4, 5} y xRy significa x=y, se tiene:
1,1 @25 3,3 @4 6,5).

Al represemscmn yéﬁcu de ® también se le llama
A=

diagonal de Ax
¥

-
|
|
|
i
i
i
i
i
B S S S
X

Obsérvese cémo en este caso a cada x corresponde

una y, y sélo w
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d) Sid={1,2,34,5, 6.7.9) b ny significa ex congruen-

e con y cspcc(o al m 5, e & decir, si Ry
{a L,4; (1,7);
@ 1), 4,4); (4,7);

signi (), se tier ne'
@, Z)v l2 5). 2,8); 3,3); (,6)

(5,2); (5,5); (58); (6,3); (6,6); (7, 7,4; 7,7);
(8,2); 85) (8,8)).
¥
?
H
i 2
b
o 7 X

Compruébese que esta relacién tiene las propiedades
siguientes:

1° xRx;
*Ry = yRx;

* xRy e yRz => xR

Dos nimeros x ¢ y se llaman congruentes respecto del médulo
quands divididos por
a expre:

dan el mismo resto. Esta relaién de congruencia

mis brevemente, x= y(m). Algebra

(mod. m) o,
Niodarma; BIor? y MAC Lk, pie. 24 de 1 traduccion cspuhols Bait:
rial Teide. Barcelona.



RELACIONES BINARIAS 121

={1,2,3,4,5,67 8} y xRy significa x=y+2, se

®R={G,1); 42); (53); (6,4; (7,5); 8,6}

El dominio de esta relacién es el conjunto {3,4,5,6,7,8}
y su rango el conjunto {1,2,3,4,5,6}.

Ya
o
-

Obsérvese que a cada elemento de su dominio co-
rresponde un _elemento, y sélo uno, de su rango y que
tanto el dominio como el rango son parte del conjunto

4.

Si R es el conjunto dado y x Ry significa x>y, ® tiene
como_representacién grafica el conjunto de puntos del
semiplano (incluido el borde) inferior, de los dos semi-
planos en que la bisectriz del primer y tercer cuadrante
descompone al plano.

EI dominio y el rango son iguales al conjunto dado R.

Obsérvese que a cada x del dominio corresponden
infinitos  del rango, es decir, a cada ¥ corresponden
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infinitos pares (xy,y), que sélo difieren en su segunda
componente.

¥

={xz€R, ~2<x<2} y xRy significa ' +3'~1=0;
ene:

Q= {5y € £, Py -1=0}
Y,

3 kl/1 3 X
o




RELACIONES BINARIAS 123

® tiene como sepresentacion gifica el conjunto de puntos
de la figura adjunt
dominio y ] rango son iguales al conjunto
{xlxER, ~1<x<1);

por tanto, dominio y rango estén contenidos en el con-
junto dado A.

Obsérvese que a cada x el dominio corresponden dos
valores para , es decir, a cada x corresponden dos pares
@y, (- Q.

xR, ~2<x<2}y xRy significa 2437 <1;

® = {2 9)|(x, ) €A, Rayr<1)

G tiene como representacion grifica el conjunto de pun-
tos del circulo que se indica en la figura adjunta.

%

Obsérvese que a cada 5, del dominio corresponden

infinitos y del rango, es decir, % corresponden in-

{initos pares (s 9 ue 5610 ifforen en st segonda eoor-

denada. Este subconjunto de pares tiene como represen-

tacién gréfica el conjunto de puntos del segmento abier-
AB.
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23. Propiedades de las relaciones binarias

En general, las relaciones binarias tienen una o varias de las pro-
piedades siguientes:

Reflexiva. Una relacién R entre los elementos de un conjun-
to A diremos que tiene Ia propiedad reflexiva si, y s6lo si, para todo
x € A se verifica x R x, es decir:

(Vx, xEA): xRx

Ejemplos:
a) La igualdad.
) La semejanza de poligonos.
¢) La congruencia de mimeros.
Son relaciones que tienen la propiedad reflexiva.
En cambio, no tienen propiedad reflexiva:
«) La perpendicularidad de rectas.
B) La relacién familiar de paternidad.

Si la relacién R tiene la propiedad reflexiva, G contendré a
todos los pares (x,) tal que ¥ € 4; es decir, ® contendrd a la
gonal del producto A x4, o sea:

R29D.
Simétrica. La relacion R tiene la propiedad simétrica si, y

s6lo si:
xRy = yRzx

Ejemplos:
@) Laigualdad.

b) La congruencia de niimeros.
¢) El paralelismo de rectas.
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d) La perpendicularidad de rectas.
¢) La semejanza de poligonos.
/) La relacién familiar «x es hermano de y».

Son relaciones que tienen la propiedad simétrica.

En cambio, no tienen propiedad simérica, en ¢l conjunto d
los nimeros naturales, las relaciones:

@) «x divide a y».

B «x <y

mpoco tienen propiedad simétrica en el conjunto de los
e e b s

y) «x es padre de y».
8) «x es abuelo de y».

Es inmediato que el diagrama de una relacion simérica es simé-
trico con respecto a la diagonal del producto 4 x A

Es de observar que el que una relacién sea simétrica no implica
que tenga que serlo reflexiva.

Transitiva. La relacién R tiene la propiedad transitiva si, y
s6lo si:
%Ry e yRz=>xRz

Ejempl

@) 1a igualdad.

b) La congruencia de nimeros.

¢) El paralelismo de rectas.

d) La semejanza de poligonos.

¢) Las relaciones familiares <hermano» y «primos.

Son relaciones transitivas.
En cambio, las relaciones siguientes no son transitivas:

) La perpendicularidad de rectas.
) Las relaciones_familiares epadres, eabuelo».
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isimétrica. La relacion R tiene la propiedad antisimétrica
si conteniendo ® un par, al menos, e clementos desiguales:

¥Ry e yRx=>z=y
Por tanto:

Si xRy y x#y no puede ser yRz.

Ejemplos:

@) La relacién < en el conjunto R.
b) La relacién € entre los subconjuntos del conjunto de las
partes de un conjunto universal dado,

Son relaciones antisimétricas.

En cambio, las relaciones siguientes no son antisimétricas:
) La congruencia de nimeros.

) El paralelismo de rectas.

) La perpendicularidad de rectas.

8) La semejanza de poligonos.

Es de observar que la antisimetria no excluye la reflexividad,
pero si la simetria, y que existen relaciones que no son simétricas
ni antisimétricas.

24. Relaciones de equivalencia

L Si entre los elementos de un conjunto A se ha establecido
una relacién R, y ésta posee las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva, diremos que R es una relacion de equivalencia.

En simbolos, R es de equivalencia si se verifica:

11) (Vx, x €A *Rx Reflexiva.

@) xRy =>yRx Simétrica.

3 xRy ¢ yRz = zRz Transitiva.
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Ejemplos:

&

La igualdad.
La congruencia de nimeros.

&2

El paralelismo de rectas (convendremos en que una recta
es paralela a ella misma)

d) La semejanza de poligonos.

e

La equipolencia de vectores.

m
g

cambio, las relaciones siguientes no son de equivalencia:

2

La relacién < en el conjunto R.

-

La relcién C. en ol conjunto de s pates de un con-
junto universal

y) La relacién R en el conjunto R, si xRy significa x=y".
) La relacién familiar de paternidad en la raza humana.

IL Si se verifica:

(a) (Vx, x€EA) @Y RY)
®) xRy = yRx Simétrica.
(e xRy e yRz=>xRz ‘Transitiva.

También la relacion R es de equivalencia.

En efecto:

Por (a): (Vz, x€A) @Y RY
Por (b): xRy =>yRx
Por (0): xRy e yRx = xRx

Luego R, ademds de las propiedades simétrica y transitiva, tiene la
reflexiva y, por tanto, es de equivalencia.

Observacién. El ejemplo siguiente nos prueba que hay rela-
ciones que, a pesar de tener las propiedades simétrica y transitiva,
no son de equivalencia.
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Ejemplo:

i entre los componentes de la raza humana establecemos
1n slackin, Somiton ermanon, o8 et que dicha rela-
cién tiene las propiedades simétrica y transitiva, pero no la
reflexiva, y que, por tanto, no es de equivalencia la repetida
relacién,

Es de sefialar que la relacién de este ejemplo no posee la pro-
piedad (a).

Si R es una relacién de equivalencia, en lugar de escribir xRy,
a veces lo expresaremos en la forma:

x=y (méd. R)

que se lee «x equivalente a y, médulo Ry, y si no hay lugar a con-
fusién, en la forma més simple «x equivalente a y».

Para ciertas relaciones de equivalencia se usan signos especiales.
Asi, por cjemplo, para expresar las relaciones de igualdad y la de
paralelismo de rectas, se usan los signos = y |, respectivamente.

Equivalencia ¢ igualdad. Como toda igualdad es una rela-
cién de equivalencia, pero, en cambio, hay relaciones de equivalencia
que no son igualdades (semejanza de polfgonos, congruencia de ni-
meros, etc.), la nocién establecida de relacién de equivalencia cons-
fituye una generalizacién del concepto restringido de igualdad (iden-
tidad) y es precisamente en esta amplitud donde reside la utilidad
de las relaciones de equivalencia.

25. Clase de equivalencia

Si A es un conjunto dotado de una relacién de equivalencia R, se
llama clase de equivalencia de un elemento x € 4, y la designaremos
con la notacién C(x) al conjunto de todos los elementos de A
equivalentes a x.
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Ejemplos:

@) Sid={0,

&

123,579}y xRy s.g,..m «x congruente
ay con respecto al médulo 4», es decir,

xRy <= x =y (mod. 4),

R es una relacién de equivalencia y, por tanto: €(0)={0},
€)={(1,5,9}, C@={2}, CB)={3,7}

Obscrvaciones. 1. Los elementos 0, 1, 2 y 3 son dos
a dos no equivalentes (congruentes). 2 €(0), ), €0y
€3) son clases disyuntas. 3. COUCH)UCRUCE)=A.
42 El conjunto de clases {€(0), C(1), €(2), €(3)} es una
particién de A.

Si A es el conjunto de todas las rectas del plano y xRy
significa «x es paralela a y», R es una relacién de equiva-
lencia y, por tanfo, si x es una recta determinada del
plano, €(x) es el conjunto de rectas integrado por ¥ y
todas las paralelas a x, esto es, el haz de rectas de vér-
tice impropio determinado por la recta x.

Observaciones. 1 Toda recta x detl:rmma un bz
impropio de rectas €(). 2* Si § = "

cuslquiera de Jos conjuntos completos de rectas del plano
dos a dos no equivalentes, esto es, dos a dos incidentes
(como lo es, por ejemplo, el conjunto de las rectas de un
haz de rectas de vértice propio), las clases C(x), C(y),
C(2), ... serén disyuntas. 3+ C@x) UC)UCEU ... es el
conjunto de todas las rectas del plano. 4. El conjunto de
clases {C(x), C(y), C(z), ...} es una particién del plano,

Direecién de una recta. Evidentemente, todas las rectas

de C(x) tienen un walgo» en comin (su paralelismo); ese
«algos comiin nos induce a crear un ente abstracto al que
llamaremos direccidn de la recta (una cualquiera de las rectas
del haz

La direccién de una recta sirve, pues, para representar los

conjuntos de rectas equivalentes (paralelas) distinguiéndolos
de los otros haces impropios de r

Diremos también que todas las rectas de cada haz €(x)

tienen igual direccidn.
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Por tra parts, como dads un recta iy Infintas parle
las a ella, al haz formado por x y todas las paralelas a ella
corespoade una misma difeccién, Liamaremos direccidn de
una recta x a la direccién que corresponde al haz formado
por x y todas sus paralelas.

CoNsEcUENciAS. 1. Todos los elementos de una clase de equi-
valencia son equivalentes entre si

En efecto, si es €(x) la clase de equivalencia y x € C(z) y
%€ Cx), se tendrd: xRz y 1Rx, y como xR = Rz ten-
dremos:

%Rz y xRt = xRx

2. Una clase de equwa!encm queda determinada por uno cual-
quiera de sus clemento

En efecto, si €(x) es una clase de equivalencia ¢ y € C(x), todos
los elementos de C(x) sern equivalentes a y y, por tanto,

€ly)=Cw)
3. Si dos clases de equivalencia tienen un elemento comin,
son iguales.

En efecto, si €(x) y €(y) son las clases de eqmvalencm yze
clemento que pertencce a ambas, se tendrd

zE€ECH) y zECH.
Ahora bien:
2ECR) = CE)=C
ZEClY = C)=Cly)
Las dos ltimas igualdades nos conducen finalmente a que
€x=C)
Teorema. Si un conjunto A estd dotado de una relacion de

equivalencia R, ésta determina wna particion de A en clases de
equivalencia.
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Tendremos que demostrar: 17, que R nos permite clasificar
los elementos de A en clases disyuntas entre s, y 27 que la
reunién de esas clases es 4.

12 Si{% 4, % ...} es uno cualquiera de los conjuntos comple-
tos de elementos de 4, dos a dos no equivalentes, las clases

63} C), C), C),

serdn disyuntas, puesto que si dos de éstas, la €(x) y C(y), por
ejemplo, tuvieran un elemento comin, serfan iguales y, por tanto,
x e y cquivalentes, en contra de la hipdtesis.

Es inmediato que todo elemento de la reunién de las clases (1)
pertenece a A.

2° Reciprocamente, todo clemento w de A debe pertenccer a
una (y 5610 una) de las clases (1), pues de no ser asf, w no serfa equi-
valente a ninguno de los {x, ¥, ..., z), en contra de la hipdtesis.
Por tanto:

A=CHUCHUCRHU...

dad de la particién. Vamos a probar ahora que la par-
ticion que determina R en 4 es tinica.

En efecto: Si (¥, ¥, , ...} es otro de los conjuntos completos
de elementos de A, dos a dos no equivalentes, como cada uno de
los elementos del conjunto {x, g, z, ...} tendrd su cquivalente
(6inico) en (¥, ¥, 2, ...}, y viceversa. Las particiones

¥y {C), €y, C()

{€C(), C), €2,

son una misma.

26. Conjunto cociente

Si A es un conjunto dotado de una relacién de equivalencia R,
se llama conjunto cociente de A por R y se designa con la nota-

cién AR al conjunto de todas las clases de equivalencia determinadas

en A por R.
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Por tanto, si {%, 9, 2, ...} es uno cualquiera de los conjuntos
completos de elementos de A, dos a dos no equivalentes, por defi-
nicin se tiene:

%T(c(x). Cly), ),

Observacién. Es de seialar que A y % representan el mismo

conjunto; la diferencia estriba en que se prefiere la segunda nota-
cién cuando se trata de poner de manifiesto que Ios elementos
de A han sido clasificados en clases de equivalenci

Ejemplos:

) Si A es el conjunto de los mimeros enteros (4=Z) y R
es la relacién de congruencia con respecto al médulo 4,
las clases de equivalencia son:

CO=(0,4,8,12,...; 4, -8, ~12,...}.

€)=(1,5,9,13,..; -3, -7, =11,
€2)={2,610,14,...; -2, -6, -10,.
C3)=(3,7,11,15,..; =1, -5, —

¥, por tanto, ¢l conjunto cociente es:

€(0), €(1), €2), €3)}

b) Si A={((m, n)m, WEL, n£0} y para x=(m, ),
~(p,q); xRy significa m-q=n-p, es ficil probar que
W e de eqmvalenc:a entre los elementos
(pares) de A; por tanto, si {z, -} es uno cualquie-
12 d6 los conjuntos completes e ciementos de 4, dos
a dos no equivalentes,

={(C), C), €2), ..}

serd una particion de A en clases de eqnlvslenqa R nos
clasifica, pues, el conjunto de los pares de A, cn sub-
conjuntos o lases tales que todos 1os infnitas pares que
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forman una clase cualquiera de esas clases son equiva-
lentes entre si.
Ahora bien, como todos los elementos de una cual-

quiera €(x), de las clases del conjunto cociente =, tienen

un calgos en comin (su equivalencia), nos parece natu-
ral crear un ente abstracto, al que llamaremos niimero
racional %, que nos sirva para representar los pares equi
valentes de C(x).

Por otra parte, como la clase €(x) queda determinada
univocamente por uno cutlquiera de los infinitos pares
ente creado para ella podrd ser re-
e disintameate Por caslqulera de los parcs
de C(x). Asi, por ejemplo, la clase

€12, = (2,3), (4,6), 6,9, ...}

lugar a T creacién de un nimero racional, que puede
ser representado por uno cualquiera de los pares (2, 3),
(4, 6), (6, 9), ... Es decir, cl ente creado es unico, pero,
en cambio, su representacién simbdlica es miltiple.
Finalmente, como cada clase de % da lugar a la
creacién de un niimero racional, la relacion R determinard
en A tantos nimeros racionales como clases tiene el con-
junto cociente %+
R
Al conjunto de nimeros racionales originados e

n
por la relacién de equivalencia R se le llama cuerpo ie
los. niimeros racionales.

27. lLas i de i ia como
de entes abstractos

Si A es un conjunto dotado de una relacién de equivalencia R
y (% es uno cualquiera de los conjuntos completos de
Cctnitios do 4, Aom'a o8 50 equivalentes,

4= (ew, e, co,
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es una particion de A en clases de equivalencia, y puesto que todos
los clementos de una cualquiera C(x), de las clases del conjunto
cociente %, son equivalentes entre si, vamos a crear un ente
abstracto al que llamaremos ente x, que nos sirva para representar
los elementos equivalentes entre si de C(x).

Ahora bien, como C(x) queda determinada univocamente por
uno cualquiera de los elementos que la forman, el ente creado
para ella podri ser representado indistintamente por uno cualquiera
de los clementos de C(x).

4
Finalmente, como cada clase de % da lugar a un ente abstracto,

la relacion R generard en A tantos entes abstractos como clases

iene A,
4

En cada caso particular, la palabra «entes serd sustituida por
la frase que convenga en el caso especifico estudiado; asi, se dird:
«ntimero cardinals, endmero racionals, avector libres, «direccion
des, etc.

28. Relaciones de orden

Si entre los elementos de un conjunto 4 se ha establecido una
relacién R, y ésta posee las propiedades reflexiva, antisimétrica y
transitiva, diremos que R es una relacion de orden. En simbolos,
R es de orden si se verifica:

1) (Vx, xEA): xRx Reflexiva.
2) g B unRy 270 Antisimét
xRy e yRx = x-y
3) xRy e yRz => xRz Transitiva.
Ejemplos:
@) Si A es el conjunto de los mimeros enteros (A=Z) e

ficil probar que la relacién < es una relacmn de orten,

b) En el conjunto Z de los nimeros enteros, la relacion <
no es de orden, puesto que no tiene la propiedad re-
flexiva.
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Cuando una relacién es de orden y no tiene una notacién espe-
cial que Ia represente, en lugar de escribir xRy, se pone:

x<y 6 y>x

y se lee «x precede a y», o bien y sigue a x».
Los signos < y > se llaman opuestos.

Comparacién de elementos. Si A es un conjunto dotado de
una relacién de orden <, dos elementos de A diremos que son
comparables si x <y, 0 bien y<x.

Ordenes total y parcial. Si todos los elementos de 4 son dos
a dos comparables, se dice qué < es una relacin de orden total.
En cambio, si existen pares de elementos no comparables, diremos
que < es una relacion de orden parcial.

Ejemplos:

@ En el conjunto Z de los mimeros enteros, ls relacién
n < es total, puesto qne todos los elementos

bl el comparal
) En el conjunto N* de los nimeros naturales, la relacion
x <y (x divide a y) es inmediato que es una relacién de
m'dcn. Al e, oo fay pares de elameiton o 55

T Telacidh < es A orden parcial.

29. Diagramas de Hasse

Se facilita mucho la comprensién de las relaciones de orden
(parcial o total) mediante unos esquemas llamados diagramas. de
Hasse.

Si A es un conjunto dotado de una relacién de orden R, re-
presentaremos sus clementos por puntos o circulitos, de tal forma
situados que si, por ejemplo, ¥ <y, y<z z<w y unimos los
circulitos x, y, z, w por segmentos de recta, se obtenga una poligo-
nal que, partiendo de x, llegue a w, ascendiendo siempre. Es obvio
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que hay infinitos esquemas gréficos que refinen las condiciones
pedidas y que, por tanto, el problema es completamente indeter-
minado.

=

z

A titulo de aclaracién ponemos algunos de los diagramas equi-
valentes al anterior:

s, / 9,
2 oz

Ejemplos:
12 Dibujar dos diagramas de orden total.
2 Dibujar dos diagramas de orden parcial.
Solucidn:
10
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30. Cotas de un conjunto totalmente ordenado

Sea A un conjunto dotado de una relacién < de orden total.
1° Si XCA y existe un k€ A tal que, para todo € X, se
verifica x <k, se dice que k es una cota superior de X.

2 Si el conjunto de todas las cotas superiores de X contienc
up clemento E, anterior a todas las restantes, a este elemento E se
le llama extremo superior de X.

Al extremo superior se le llama mdximo de X cuando es
accesible, es decir, cuando pertenece a X.

Dejamos al cuidado del lector las definiciones de cota inferior,
extremo inferior y minimo de X.

Cuando X tiene extremos inferior y superior pero éstos son
inaccesibles, es decir, cuando dichos extremos no pertenecen al
conjunto, se dice que X es un conjunto abiert

Si s6lo es el extremo inferior el inaccesible es abierto por la
izquierda.

Andloga defmcxﬂn vale para abierto por la derecha.

Si el conjun tiene minimo y méximo, se dice que es
cerrado y se r:presen(a con la notacién X.

Ejemplos:

a) Si A={x, 3, ¥y ¥y ¥y T Xy Xy Xo X} X={x4 7
En 5} ¥ 5 <xn signifis n<m; A es un conjunto,
totalmente ordenado, verificindose ademds X C A.
1anto: x, ¥ % y % son cotas inferiores de X, x¢ xtre:
mo inferiory como es accesible, ademds es | mini

le X.
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Anilogamente, %, y x, son cotas superiores de X;
2 extremo superior, y como s accesibl, ademis o5 o
méxime

Bt ents minimo y mixim, el conjunto X es cerrado

¥ podremos escribir: X.

1

b SiA=0Q, x:_{ fr=l-m ne N}

) Si A=0, sx=l-qemn
y x<y significa x<y, se tiene: 09 es el minimo, 1 es
el ‘extremo superior y como es inaccesible, X es un con-
junto abierto por la derecha.

) Si A=Q, X={xlx€Q, 1<x<2} y x<y significa
%<y, se tiene: 1 es el extremo inferior, 2 el superior, y
como ambos son inaccesibles, X ¢s un conjunto abierto.

@ S A=R X=(zxER 0<s<1) v 1<y sigifa
24 5 tiene: 0 cs ¢l minimo, 1 &l mé¥imo y, por anto,
X &5 un conjunto cerrado. Luego podremos gl

Ejercicios:
a) SiA=N, XCAy X es finito, probar que X es cerrado.

) Demostrar por reduccién al absurdo, que si
conjunto totalmente ordenado y X es un submn)un(u £
A que tiene minimo (mdximo), éste es dnico.

Intervalos y entornos. Establecida la relacién de orden to-
tal < entre los nimeros del conjunto R; si a y b son dos nimeros
reales tales que a< b, se llama intervalo cerrado de extremos @
y b, al conjunto

{x}x €R, a<x<b}
1o representaremos con la notacién (g, b]; a es el extremo inferior

accesible o minimo y b es el extremo superior accesible o maximo.
Se llama intervalo abierto de extremos a y b al conjunto

{xxER, a<x<b}

lo representaremos con la notacién Ja, b(;  es el extremo inferior
inaccesible y b el extremo superior inaccesible.
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A veces se consideran intervalos semiabiertos: [a,b[, o bien
Ja,b]; quedan determinados por las condiciones respectivas:

a<x<b obiem a<x<b
En todo caso, a la diferencia
d=b-a
se le llama amplitud del intervalo.

Finalmente, llamaremos intervalos infinitos a los conjuntos de
niimeros dados por las condiciones x>a o x<a 0 al conjunto de
todos los nimeros reales. Los representaremos asi:

o+l J-oval -2+l

Puesto que los nimeros de un intervalo estin representados
por puntos de una recta, se les llama también conjuntos lineales
o conjuntos de una dimension.

Liamaremos entorno de un punto a al intervalo abierto

Ja—b, a+8[

cualquiera que sea el mimero positivo 8.
De la definicién resulta que a un punto le corresponden infi-
nitos entornos, pues en ellos interviene el elemento arbitrario 8.

Ejemplos:

) El conjunto {x}x € R, 2<x<5) es el intervalo cerrado
e extremos 2 y 5; se representa con la notacion [2, 5].
Bl o (e € X1 <235 6 d tamralo ahise
0 de extremos 1y 3; se representa con la notacién JI, 3[.

-3

Un entorno del punto 2 es cualquier intervalo abierto
12-5, 2+, donde 5 es un nimero positivo cualquiera.

Conjuntos lineales convexos. L Un subconjunto X del con-
junto lineal A se llama convexo si para todo xE X, ¥ €X se
verifica

[=x1EX.
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IL Si YCA4, se llama envoltura convexa de Y a la intersec-
cién de todos los conjuntos convexos que contienen a Y. La re-
presentaremos con la notacién Y.

Ejemplos:
a) si

b) Si A=R, X=]3,5[ es también un conjunto convexo.

¢ Si R, X={[1,2], [4,6]} no es un conjunto convexo.
d) Si A=[1,6], X={1, 2, 3, 4, 5 6} no es un conjunto
convexo.

R, X=[1,2] es un conjunto convexo.

¢ Si A=[1,4], X={[1,2, 12,4(} no es un conjunto con-
vexo.
f) SiA=R, Y ={],2, 3,4); la envoltura convexa de ¥ es:
=04

Conjunto bien ordenado. Un conjunto lineal 4, dotado de
una relacién de orden total < se dice que estd bien ordenado
cuando cualquier subconjunto no vacio de A posee un minimo.

Al minimo del propio conjunto A se le llama primer elemen-
to de A.

Eiampln:

<y sigitica x<y, los conjuntos (1, 2, 3, 4,5, 6
y n 55} &¥in bien ordenado
cambio, los conjuntos {x,xEQ‘ 3<x<4) y 10)[
70 gstin bien ordenados
oco estd bien ordenado el intervalo cerrado [2,5].
En efecm, hay subconjuntos no vacios de él que no poseen
minimo. Por ejemplo, el J3,4(.
En general, ningin intervalo, sea abierto o cerrado, esté
bien ordenado.
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EJERCICIOS RESUELTOS

SiA={(1,23 4}y B=(a b c}, hallar AxB y BxA.
Solucidn:
AxB={(,a), (1,b), (L,¢), (2,0, 2,b), (2,0),
3,a), (,b), (B,0) (4,a), (4,b), 4 0)}.
Bx4={@l), @2), @3), @49, b1, b?2),
®,3), B, @), ©2), ©3), D)
¢Son iguales los productos AxB y BxA del ejercicio an-
terior?
Solucién:

No, puesto que para que dos pares sean iguales no basta
que tengan los mismos elementos; tienen que tener primeros
y segundos componentes, respectivamente iguales.

Del conjunto ¢ se conocen los elementos (a,b) y (¢,d) y se
sabe, ademds, que dicho conjunto tiene 16 elementos. Hallar
los restantes elementos.

Solucidn:

Si representamos con n el nimero de elementos de A,
los clementos de A?=AxA los obtendremos hallando las
variaciones con repeticién de orden 2 con estos n elementos.
u nimero es n.

Por tanto, n’=16, luego A constard de 4 clementos, y
como dos de los elementos de A? son (¢, b) y (c; d), se tendrd:
A={(a,bc,d).

De donde
£={(@a), @), @), @d), (b,a), Bb) (b0,
(b,d), (c,a), (c,b), (), (¢,d), (da), (db),
@), @ D).



142 3. RELACIONES BINARIAS

4. Si sobre el conjunto de los nimeros enteros, xRy sign

, tes R una relacién de equivalen

Solucion:

No, puesto que si es, por ejemplo, x=>5, no es cierta la

propiedad reflexiva (24.1)) 5R5, ya que 55£3. En cambio,
es ficil probar que R tiene las propiedades simétrica y tran-

sitiva.
5. Si sobre ¢l conjunto de los nimeros enteros xRy significa
x-y|=2
pide: @) Probar q una relacién de equivalencia;
b Hallar e s Ge"cquivalencin, 3 ) Hatiar o1 confanta
Solucidn:
@ 1° (V2): [r-x=0-3 = xRz
20 xRy => [x-y|=
3° xRyeyRz=> [x-y|=
5) Como (0,1} es uno de los conjuntos completos de cle-
mentos de z dos a dos o equivalentes (25), las clases
de equivalencia son
CO=(0, =2, +4,
=+, <3, as :7,,
¢ El conjunto cociente es
z
Z _(co), ca
7 =(€o, cay
6. 5 sobre el confnts de s nimeros eneros, x Ry igsifea

Frx=yity, de: @) Probar que R es una relacion de
cauivalencia, 5) Hallar s clases de equivalencia. ¢) Hallar
el conjunto cociente.
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Solucidn:
@ 10 (V) fex=rix = xRx.
*Ry => #4+3=pf+y => y+y=rsr = yRz.
30 xRy e yRz = Piz=yi+y

P+y=7+z => P+x=2+7 = xRz

XRYy = Bir=gity = P-yi= —(x-y) =
= -y (e +y)=—(x-1) ; para x%y —>
= r4y=—1 = y=—(x+1).

De la iiltima igualdad se sigue que uno de los conjuntos

completos de elementos de Z, dos a dos no equivalentes,
es N, y que, por tanto, las clases de equivalencia son:

CO=(0, -1}, CM)={1, -2}, €2)={2, -3}, €B)={3, -4},

) El conjunto cociente es, por tanto:

% = (€O, €, €, €O),

Si sobre el conjunto R’ (x,y)R (1) significa x+t=y+z.
Demostrar que R es una relacién de equivalencia.
Solucidn:
Lo (Y& y): xty=y+3 = @y REy).
20 YR => Tit=y+z => 24y =tizx =
= @OREY.
3 YREDY @ORWY) = x+t=y+z,
U= TEIAO=Y ez =
+u = (5,9 R (1,0).

iguar cudles de las propiedades reflexiva, simétrica y
transtiva poseen las relciones siguienes: a) cés madre des,
para_personas; b) «es de la misma longitud ques, para seg-
‘mentos; ¢) «no es |gual a», para ndmeros.
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Solucidn:
@) Ninguna.
b) Las tres, y, por tanto, es una relacion de equivalencia.
) S6lo posee la propiedad simétrica.
9. Si sobre el conjunto de los mimeros enteros xRy significa
-y par. Se pide: a) Averiguar cudles de las
proviadades de Tae selaciones de. equivalontia verifia B, y
b) {Es R una relacién de equivalencia?
Solucidn:
@) 1.° Reflexiva. No la verifica, pues:
Gmero par;
o sea
no xRx.
Simétrica. Si la verifica, pues:
x—y=nimero impar => y—x=nlmero impar;
o sea:
%Ry = yRx.
3° Transitiva. No la verifica, pues:
% y=nimero impar,
y—==nimero impar =
= + par = (; par;
o sea:
%Ry e yRz noimplica xRz
b) R no es una relacién de equivalencia, pues basta que no
verifique una de las propiedades anteriores para que no
lo
10. En el conjunto de los nimeros naturales se define una rela-

cién R de la forma siguiente
xRy significa  E(VD)=E(Vy.
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Se pide: a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Hallar las clases de equivalencia. ¢) Hallar el conjunto
cociente.
Solucidn:
a) 1° Reflexiva. Si.la verifica, pues:

E(V®)=E(J%) = xRx.

22 Simétrica. S la verifica, pues:

E(V®)=E(y) = E(Vy)=E(V;

xRy =>yRax
3 Transitiva. Sf la verifica, pues:

E(VR)=E(VY),
E(WR=E(V?) = E(WD=E(D);

xRy e yRz=> xRz

Por tanto, R es una relacién de equivalencia.

) Como uno de los conjuntos completos de elementos de V",
dos a dos no equivalentes, es (I} 2, 3, ..}, o
{1, 4,9, ...}, las clases de equivalencia sc H
cn=(1,23),
CH={4,5678)
CO=(9, 10, 11, 12, 13, 14, 15},
) El conjunto cociente es, por tanto:

% (€, €@, €O), ...}

Probar que Ia, rlacén de inclusin entre conjuntos es una
relacién de orden parc
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Solucién:
Si A<B significa ACB, se tiene:
1° ASA @4O), 0sea:  A<A Reflexiva.

20 ASByBESA => A=B (4(2)), o sea:
A<B y B<A=-A=B Antisimétrica.
30 ACSBy BSC = ASC (40)), 0 sea:
A<B y B<C=>A<C Transitva
La relacién < es de orden parcial, puesto que hay

ay con-
juntos que no son comparables, como, por ejemplo,
5Ty (24,6

Probar que en el conjunto de los nimeros naturales la rela-
cién «x divide exactamente a y» es una relacion de orden
parcial.

Solucion:

Reflexiva.

yeced =

x<y e y<z=—>r<z Transitiva

La relacién < es de orden parcial, puesto que hay elemen-
tos de N* que no son comparables, como, por ejemplo, el 5
ye7.

En el campo de los niimeros complejos se define una rela-
cién < en la forma siguiente:

a+bi<c+di <> a<c y b<d

Probar que < es una relacién de orden parcial.
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Solucién:
1
a=a y b=b => a+bi<a+bi.  Reflexiva.
20
arbi<cidi y ctdi<atbi = a<c, b<d;
c<a, d<b =>
b=d => a+bi

<
di, Antisimétrica.

a+bi<ctdi y ctdi<etfi =>

=>a<c b<d y c<e, d<f =

—> a<e, b<f => a+bi<etfi. Transitiva.
La relacién < es de orden parcial, puesto que hay elemen-
tos de € que no son comparables, como, por ejemplo,
3450y 4420

En el campo de los niimeros enteros se define una relacién R
en la forma siguiente:

xRy signifia  x<y

Probar que R no es una relacién de orden.

Solucidn:

12 La relacién R no es reflexiva, puesto que x 4 %, 0 sea:
no xR¥

2 Tampoco R posce la propiedad antisimétrica, puesto que
20 pusde sy simultbacaments z<y € §<B O 5

no puede ser simultineamente xRy e yRz

Aungue R posee la propiedad transitiva, puesto que x <y
ey<z=> x<z o sea:

*RyeyRz=> xRz

Como R s6lo tiene 1a propiedad (28.(3)), no es una rela-
cién de orden.
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15. Sobre el campo de los nimeros enteros se define una rela-

cién < en la forma siguiente

x<y significa y=x+z siendo zEN.
Probar que < es una relacién de orden total.
Solucin:

10 (Va): x=x+0 = rRx Reflexiva.

20 y=x+z, x=y+2 => 2=2'=0 => 1=y, 0 sea:
¥<y e y<x=>zx=y  Antisimétrica.

30 y=x+u

=y +v => z=x+(U+v), 0 sea:
<y e y<z=>zx<z Transitiva.

Por otra parte, si x ¢ y son dos elementos cualesquiera de Z,
una de las diferencias ¥y, 0 bien y—x, serd positiva o nula,
si e por cjemplo, x—y=z, sendo ZE 1, se tendrd x=y+2,
es decir, y
Si'ladlferencia positiva o nula hubiera sido la y—, and-
logamente se tendria x <.
uego en todo caso, para todo par (x,y) de elementos de
Z, 0 x<y o bien y<x; por tanto, todos los_elementos
n os a dos comparables, con 1o que queda probado
definitivamente que < es una relacién de orden total.
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1,23}, B={(m, n} y €C={p,q). Hallar:

@) AxB; o B o) CxBxA;
b) Bxd; d) AxBxC; n e

Sid 2,3,4) y B=(2 3). Hallar:

o) AxB; d) (AUB)xB; g (A-B)xB;
b (4B} e) (ANB)xB; k) (A+B)xB.
c) {A4,B}xB; f B

Si A tiene n elementos y B tiene m elementos, probar que
A xB tiene n-m clementos.

A={(1,2,3), B={m n}y C={(2, n, p). Hallar:
a) Ax(BNC); o) Ax(B-C); e) Ax{B.C);
b) Ax(BUC);  d) Ax(B+C); B {4.B}xC.

Representar grficamente el producto cartesiano A xB en los
casos que a continuacién se indic
@ SiA={1,234)y B=(245)
A=(xrER, 2<x<5) y
B={ylyER. 2<y<4};
o Si A=(xzxER, 1<2<3}y
B= (R 25y <)

d) 3}y B={ylyER 2<y<4);

o *xER, 2<x<4} y
B*(y[yek 1<)

f) Si A=(xx€ER 1<x<2}y
B={(yyER 2<y<5}

9 2}y B=(3).
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¢

*

Represntar grficamente el producto cartesiano A xBx€ en

los casos sigui

@ Sid=(1,2,3),B
(&R 0<e<l), B=(yly€R, 0<y<l) ¥

Zz€ R, 0<2<1);

= ={2)y

{2}, B={yly€R, 2<y<t} y C={4);
2), B=(3) y C={5)

Representar grificamente el producto cartesiano 4 x B en los
casos siguientes:

9 S A= (@ R S a-36-0)y
B={:z:€R, 4<z<38);

i y)\(x.wem 9x3+4y’ 36 <0}

(zlz€R, 4<

b) Si 4
B

En el conjunto de !os Wimeros naturales se define una rela-
cién R en la siguiente: xRy significa que, escritos ¥
eyenel sistema. decinal tienen iguals las limas citas

Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Hallar las clases de equwulencu t) Hallar el conjunto
cociente.

St xRy signiica £=c.g, donde ¢£0. Probar si R e5, 0 no,
relacién de equivalencia en los casos siguientes: a) En
conjunto de los nimeros enteros. b) En el conjunto de o
nimeros racionales.

Solucidn:
a) Noi b) Si

A es un conjunto de fichas de colores: rojo, azul, blanco,
verde. naranya En A se define la relacién R del mnda slgmcm
t y son dos fichas se escribe x Ry c
!l!l\en el mlsmo L‘clor. Probar que R es una relaclén da
eq Qué clasificacién produce R en A7 ¢Cudn
ab clases tiene 1a clasificacion? b) 51 Ay Au An Ay 3 Ay 500
los subconjuntos de A formados por las fichas de colores rojo,
azul, blanco, verde y naranja, respectivamente. (Es {A,, A.,
, A, As) una clasificacién de A? c) Se numeran correlativa-
mente, a partir de 1, las fichas de cada una de las clases 4.,
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Ay Ay 4 4, Si representamos con 4, e subconjunto formado
por fichas que tienen el mismo mimero i (Es
A, ,4, S 4, A} wra particion de A7 Si xRy significa
que a las fichas x e y les ha correspondido el mismo nimero,
¢es R una relacién de equivalencia? ¢Cudles son las clases
de equivalencia?

Solucion:

@) R clasifica las fichas de A por colores; cinco.
b) Si.

) Si.
c) Si; si; C(1), €2), €3), C4) y C6).

Dado un conjunto no vacio 4, el conjunto de sus partes P(d)
y un subconjunto fijo B de A. Si en las anteriores hipétesis,

XRY  significa  XNB=YNB
se pide demostrar que R es una relacién de equival ncia.
Nota. Decimos que una relacion R es circular si
¥Ry e yRz=>zRx

Demostrar que si una relacién es circular y reflexiva es de
equivalencia.

En ¢l conjunto de los nimeros naturales definimos una rela-
cién R en la forma siguiente

xRy significa que x e y tienen igual paridad.
@) Probar que R es una relacion de equivalencia.

Se pi
b) Halhr las clases de equivalencia. c) Hallar el conjunto
cociente.

Cules de las siguientes son relaciones de equivalencia?

o Tiene el mismo radio ques, para el confnto de todas
las circunferencias del plan
B) <Bs o cuadrado des, para ¢l conjunto de los mimeros
naturales.

) «Tiene el mismo nimero de vértices ques, para el con-
junto de todos los poligonos del plano.

«Tiene el mismo apellido ques, para el conjunto de todas
las personas vivas.
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15.

.5

20.

Dado el conjunto de nimeros

{:.\xx

En el que «x,<x,» significa en<m», se pide:

a n+l }

2 neN
n

@) (Se trata de un conjunto acotado?

) (Admite extremos?

) (Tiene elementos méximo y minimo?

{Cuiles de los siguientes conjuntos estdn bien ordenados
respecto de la relacion <?:

@ El conjunto de los enteros positivos pares.

) El conjunto de los enteros negativos pares.
©) El conjunto de los enteros mayores que
d) El conjunto de los enteros impares mayores que 100,
€) El conjunto de los mimeros racionales.

{En el conjunto de los nimeros enteros, la relacién x < |yl
verifica alguna de las propiedades reflexiva, simétrica o tran-
iva?

¢Se puede definir una relacién de orden total entre los puntos
de una circunferencia? Caso afirmativo, definirla.

Solucidn:
Si.

{Es_bien ordenado, respecto de la relacién <, el siguiente
conjunto?:

4 {x\x:.l., y,slv'}
n+l

Si sobre el conjunto de los niimeros racionales

x<y significa x<y

= (xx€Q, 252 <3}
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es un subconjunto de Q; se desea saber lo siguiente sobre
el conjunto A

1o

(Es totalmente ordenado con respecto a <?
El conjunto de cotas superiores.

El conjunto de cotas inferiores.

Los extremos.

Los elementos mdximo y minimo.

(Estd bien ordenado?
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aplicaciones

31, Aplicaciones

Si dados los conjuntos X, B y establecida una relacion R entre
los elementos de dichos conjuntos, para todo x€ X existe, en
correspondencia con &), un y € B, y sélo uno, que verifique x Ry,
diremos que la relacién R es una aplicacidn de X en B.

En particular, cuando X y B son conjuntos de nimeros, dire-
mos que R es una funcion de X en

Aun cuando la nocién de aplicacién es mucho més ampiia que
la aniloga de funcion, desde ahora en adelante, salvo que ex-
plicitamente se advierta lo contrario, las palabras saplicaciény
y efunciéns las usaremos indistintamente con igual significado.

La regla, ley o procedimiento que nos permite encontrar la y
que corresponde a cada x se llama operador de la aplicacion; se
sucle designar con una de las letras f, F,

Si la letra empleada es la f, se escribe

Es i, i se verifican las hiptesis dadas al princip
de poner xRy, escribiremos y=f(x).

Si y=/(x), ¥, o su igual /\x), es la imagen o transformada del
elemento x por efecto del operador f; inversamente, x es la variable
o argumento de la fun

Se expresa que ) es la |m:gm de x con la notacién:

@

, en lugar

2 o)
y se dice que la aplicacién  transforma x en f(x), o bien que la
aplicacién f da f(x) como imagen de x.

X es el conjunto de definicion o dominio de la aplicacién £(22)

El recorrido, rango, transformada o imagen del dominio X por
la aplicacién f es ¢l conjunto ¥ de las imigenes de todos los
clementos de X.(22).

B es el conjunto de valores.
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Como, en general, el rango ¥ de la aplicacion f es un sub-
conjunto de B, se tiene:
Ycn

Si la umgen de X por la aplicacién f la representamos por
#X), se tendré:

Y=fX) obien X —>fX)

Entre las aplicaciones de un conjunto X en si mismo, existe
una, en particular, que hace corresponder a todo x € X el mismo
elemento ¥. Es la aplicacién identidad y viene determinada por la
relacion funcional y=x.

Si ¢l operador de la aplicacion identidad lo representamos con
Ia letra 1, se tendré:

y=1().

Si f es una aplicacién de X en B, diremos que x € X es un
elemento invariante en la aplicacién, si f(x)=z.

Propiedad. Si f(x) 7 [(x), tendrd que ser x, 7 x,, puesto que
si fuera x,=x, resultaria que a un elemento de X corresponderian
dos |m£gencs distintas en contra de ser f una aplicacién.

estriccion de una aplicacion. Si X; C X, como todo ¥ € X;
mmbnén pertenece a X, la aplicacién f le hard corresponder una
imagen, y s6lo una, en B y, por tanto, toda aplicacién de X en B
determina una aplicacién de X, en B que se llama restriccion de f
a X, o aplicacion restringida de f a X,.

El rango de la aplicacién restringida es_ ¥,={(X,).

Diagrama de una aplicacién. Si f es una aplicacién de doml—
nio X y conjunto de valores B, a cada x € X le corresponderd u
yEB, 'y sélo uno; por tanto, la aphcauén fserd (22) el con.nnw

F={(x,9)|(x,5) € Xx B, y=[(x)}

Por supuesto,
FSXxB.

En particular, si X y B son conjuntos lineales y los representamos
por puntos de los ejes de un sistema cartesiano, y cada par lo repre-
sentamos por el punto que tiene por coordenadas los componentes de
dicho par, la aplicacion tendrd como representacién grafica un conjun-
to de puntos al que llamaremos grdfica o diagrama de la aplicacin f.
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Con objeto de simplificar el lenguaje, también llamaremos grd-
fica de la aplicacién f, al propio conjunto F.

Ejemplos:

@ SiX=({1,234),B={1,234567389}y/[
viene definida por

1 — f1)=2

2 — f2)=4

3 — f3)=5

4 f(9)=8

La grifica de la aplicacién f serd, pues:

Y

24-—o

i
1 |
|
i

1

El dominio de f es {1, 2,3, 4}, el conjunto de va-
lores B (123456789} y su rango ¥ = {2,4,5,8).
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OBSERVACIONES :

1° YCB.

2° A todo x € X corresponde un y € B y sélo uno.

32 Todo yEY es imagen de un x€X y de solo
uno.

{1, 23, 4), B=(3, 4,5, 6}y [ viene defini-

1 — f(1
2 —> f(2)
3 —> f(3)=5
4 — f9)=6

3

La gréfica de la aplicacién f es:

o 1 % 3 1 X
El dominio de f es X = {1, 2, 3, 4}, el cnn)untn de valo-
res B=(3,4,5, 6} y surango Y = (3, 4, 5, 6).
OBSERVACIONES :
Y=B.
A todo x € X corresponde un y € B y sélo uno.

Todo yEB es imagen de un x€X y de sélo
uno.
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o Si X={1,23,456,
B={1,2345678}

y f viene dada por

OBSERVACIONES :

1 YCB.

2° A todo xE X corresponde un yE€ ¥, y sélo uno;
pero, en_cambio, no todo yE€ ¥ es transformada
de vn s6lo x € X.
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d) Si X=B=R y {(x)=¥, la grifica de la aplicacién [ es

i

(OBSERVACIONES ©
1.’ El rango de la aplicacién f es
Y={ylyE€R, y>0}
20 YCB.
3° A todo xE€ X corresponde vn yE€ ¥, y sélo uno;

y
pero, en cambio, todo ¥ € ¥ (salvo y=0) es trans-
formada de dos x € X.

5 X= (XX es un punto cwaquera de un cie real),
f on

pun 0 X del eje, su abscisa x; f es una aplicacion (en

junto de puntos X, en el conjunto de mimeros reales R.

ou X
I X

Es de observar que la transformacion no queda deter-
minada mientras no se fijen en la recta el punto origen
y ¢ punto unidad.
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n

$I X = (FIP s un punto cuslquiera de un plano carte
siano}, B=R xR el conjunto de todos los pares ordena-
dos  de nimeros rals y { el nperadnr oo e G’

a cada punto P cartesian
il (,3); f es una nphmcxén del conpunto X
de los puntos de un plano, en el conjunto de los pares
ordenados de mimeros reales.

OBSERVACIONES :

1+ El operador f no queda determinado mientras no se
fije el sistema de ejes cartesianos.
* [ nos transtorma ol conjunto de punws de un plano,
en el conjunto de pares dos de niimeros rea-
les es0 5, en el cmuume '€ de los nimeros com-

3 Y:B.
Si X

Xix Ca punto cualquiera del circulo C},
Y|y unty clalqulers de efeulo G siendo
H 7 € dos cireutos homotaticos* de centro 0y razén
e homotecia K=3 y, fnalmente, f ¢5 I construceién
geométrica u operador que nos permite encontrar el
punto Y € B que corresponde a cada X € X; f es una

* Dados los conjuntos de puntos X e ¥, ¢l punto 0 y el mimero
k#0, diremos que los conjuntos X e ¥ son homotéticos de razén £y

B

o,
puntos de dichos conjuntos, y 2.
, se verifica

8L, 15 o0 pusde esablecer corréapon

fencia biunivoca entre los
a cada par de puntos correspon
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aplieacién del conjunto X, de los puntos del ehreulo C,
en ¢l conjunto ¥ de los puntos del circul

1° El operador f no queda determinado mientras no
se fijen los circulos.
2° f nos transforma el conjunto de puntos del circulo C
en el conjunto de puntos del circulo C.
3° Y=B.

) En la figura adjunta, en la que el dominio, el conjunto
de valores y el rango estdn representados por X, B e Y,
respectivamente (intervalos indicados con rayado grueso

Y,

[P




162

4 APLICACIONES

en 105 ejes), y ¢ es una curva cualquiera, con la tnica
rest je X, trazada por

ta
punto P de ntersecion con c, para, después hzlhr el
e y de la perpendicular trazada desde Pl oie 7.
El operador [ nos permite halar sin ambigiedad ¢l
€Y que corresponde a cada x€ X; f es, pues, un:
Lpicacion del comunto de puntos X <n ¢l conpunto. B.

OBSERVACIONES :

12 YCB.

2° A todo x€ X corresponde un y€ Y, y sélo uno;
en cambio, cada y € ¥ es imagen de varios x € X,
salvo ¥ e ¥, que son imdgenes de un solo x € X.

Aplieacién sobreyectiva. Si f es una aplicacién de dominio X

¥ conjunto de valores B, se dice que f es una aplicacion sobreyec-

tiva de X sobre B, si el rango y el conjunto de valores de f coi

ciden, es decir, si

fX)
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La igualdad anterior nos indica que la aplicacién f transforma el
dominio X en el conjunto de valores B.

Puesto que las imigenes de los elementos de X cubren total-
mente a B, diremos también que f es una aplicacion evhaustiva
de X sobre B.

Obsérvese que hemos sustituido la preposicion eens utilizada
en la definicién general de la aplicacién, por la preposicién esobres,
que usaremos tnica y exclusivamente cuando se trate de aplicacio-
nes sobreyectivas.

Aplicacién inyectiva. Si f es una aplicacién de dominio X,
conjunto de valores B y rango ¥, se dice que f es una aplicacidn
inectiva de X en B, cuando a cada dos elementos distintos de X
corresponden imdgenes también distintas en

Por tanto, f es inyectiva si
a7z = fn) 7 fx)

Consecuencie. Todo y€ ¥ debe ser imagen de un x€ X, y
s6lo de uno, pues si fuera imagen también de otro distinto ¥’ € x
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como f es inyectiva, al ser ¥ 7 x' serd f(x)# f(x'), esto es, y# y,
lo cual es absurdo.

Aplicacién bigectiva. Se dice que una aplicacién f, de domi-
nio X y campo de valores B, es biyectiva, si es sobreyectiva e
inyectiva simultdneamente; es decir, f es una aplicacién biyectiva
de X sobre B si

fX=B y xn7#xn=fx)#[(x)

De las definiciones de aplicacién inyectiva y sobreyectiva se
sigue que:

Si f es una aplicacién inyectiva de X en B e ¥ es su rango, serd
sobreyectiva de X sobre Y y, por tanto, f serd una aplicacién
biyectiva de X sobre ¥.

32. Aplicaciones inversas

Si f es una aplicacién inyectiva de dominio X, campo de valo-
res By rango ¥, a cada x€ X, la aplicacién f hace corresponder
(0 nos permite asociar) un elemento ¥ € ¥, y sélo uno. Diremos
que f determina (0 es) una correspondencia univoca entre 1os ele-
‘mentos de los conjuntos X e ¥.

i todo yEY es ente (o imagen) de

un € X, y s6lo uno; luego, en definitiva, f determina (o es) una
correspondencia biunivoca entre los elementos de X e Y.
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Por tanto, la aplicacién f determina otra «de sentido contrarios
que nos permite afirmar que a todo y € ¥ corresponde un x € X,
¥ s6lo uno.

Se llama funcién o aplicacidn inversa de f y se designa con [,
ala regla, ley o procedimiento que nos permite encontrar el x € X
que corresponde a cada y €

Se tiene, por tanto:
flay => x=f"'y)

Puesto que el dominio y rango de f son X ¢ ¥, respectivamente,
' tendré ¥ por dominio y X como rango, luego

X Lo (0 <= ¥ -5 iw)

En particular, si f es biyectiva, seguirdn siendo vilidas las con-
clusiones obtenidas y, como en este caso bastard sustituir
la ¥ por la By, adems, la preposicién «en» por la «sobres, luego:

Si f es una aplicacion biyectiva de X sobre B, [ es una apli-
cacién biyectiva de B sobre

Por tanto, si f es biyectiva, se tiene:

' ”
X — (X) <> B —> {(B)

Si f es una aplicacién biyectiva de X sobre B, o lo que es lo
mismo, si entre los elementos de los conjuntos X y B existe una
correspondencia biunfvoca, diremos que los repetidos conjuntos son
equipotenciales o que tienen igual potencia.

Conjuntos inyectables y biyectables. Si dados los conjuntos
(finitos o infinitos) A y B, hubiera posibilidad de establecer una
correspondencia univoca entre los elementos del conjunto 4 con los
del conjunto B, diremos que A es inyectable en

Si la correspondencia es biunivoca, se dice que A es bigectable
sobre

Es inmediato que si A es inyectable en B y B es inyectable
en A, entonces cada uno de los conjuntos es biyectable en €l otro

Ejemplos:

Averiguar si las aplicaciones siguientes tienen inversa y, en
caso afirmativo, hallarla
a) f(x)=x+5, siendo: X=B=R.
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b) f®)=+, siendo

X=R, B={yly€R, y>0}.

©) f(x)=2% siendo

X=R, B={(ylyER, y>0}.

Soluciones:

a)

De x 7 % => x+5 7 5+5 = f(x) 7 f(x2), luego f es
inyectiva y, por tanto, tiene inversa.

La aplicacién inversa de f viene dada por [-'(y)=y ~5.
, f es sobreyectiva y, por
tanto, biectiva, de dominio X=R y rango Y=R, f" es
también’ biyectiva de dominio ¥=R y rango X=R.
Como , 7 z, no implica necesariamente f(x) # f(x,) (com-
pruébese para parejas de valores de z de igual valor
absoluto pero distinto signo), luego f no es inyectiva y,
por tanto, no tiene aplicacién inversa.
De x,;éx, => 217420 = fl5) % e, loego f es in-

into, tiene inversa. La aplicacién inversa

T vicne dada yor -y oguar
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Por otra parte, como Y=B, f es sobreyectiva y, por
tanto, biyectiva.

Como [ es sobreyectiva de dominio X=R y rango
{yly ER, y >0}, la inversa f- sers también sobre-
yectiva de dominio ¥ = (ly €K, y>0) y de rango

OBSERVACIONES :

12 Ls splicacif )= sansiorma ol conjunto de e
(0 el conjunto de puntos de una serie
muunw el conontn oa tenceta rebles

Y={ylyER, y>0}

(0 en el conjunto de puntos de una semirrecta) e
inversamente, la_aplicacién ! transforma el con-
junto de nimeros reales ¥ = {yly € R, y>0} (0
con]lmm de puntos de una semirrecta) en el con-
facto de nécherce, rales R (o coupanth de puntas
de una serie rectil )

2¢ El conjunto de le una serie rectilinea
gl pmencm Lipy cmuumo e piktod- 4 ons.
semi

33. Producto de aplicaciones

Si f es una aplicacién del conjunto X en el conjunto € y ¢ es
una aplicacién del conjunto € en el conjunto B. A cada € X,
f 1e haré corresponder una imagen z=/(x) en C, y ¢, a su vez, hard
corresponder a z una imagen y=¢(z) en B; luego, en definitiva,
a cada x€ X le corresponde (o le podemos asociar) una imagen

YEB, y s6lo una.
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Por tanto:
MEC y OSB
donde ¥ S B.

El paso directo de x a y determina una aplicacién F que se
llama compuesta o producto de las aplicaciones f y g, es decir:

para obtener Ia aplicacién producto F, que nos transforma direc-
tamente el conjunto X en el ¥, bastard eliminar z entre las ecua-
ciones anteriores; tcndremes asi:

y=elf(x)]=F(x)
A pesar de que la igualdad anterior nos indica que la ¢ actia
sobre el resultado de haber actuado la f, esto es, que la f actia

primero y la ¢ después; representaremos el producto F, de las
aplicaciones f y ¢, con la notacién ¢ of, es deci

el =(¢ ° Nx)

Por razones obvias, el simbolo o f lo leeremos de derecha a
izquierda, 0 sea: «f por g,

Ejemplos:
@) Hallar [¢ o i), siendo:
x .,
tres veces la variable independiente menos dos y
p=cuatro veces la variable independiente mds uno; es
decir:
y=tz+1 Y=ol
{Z7)x—2' 0. kol { 1)

Componiendo las aplicaciones en l orden pedido se tiene:

y=4Gr-2)+1=12¢-7, F®=122-7
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En simbolos, se tiene:
F@)=glf@), de donde, Fi=po}.

b) Hallar fog en las mismas hipbtesis del problema an-
terior.
Solucién:
y=32-2 y=1@
[2:4“1 » en simbolos 1Y o)
de donde:

y=3r+1)-2=1241, Fi®)=12e+1
En simbolos,
Fin)=flp®), de donde, Fr=foep.

Los ejemplos anteriores nos prucban que
[p o fllx) = [f o ¢)(x)
¥ que, por tanto:
El producto de apliccaiones no tiene, en general, la propiedad
conmutativa, es decir, en general,

eol#fop

En particular, el producto de una aplicacién biyectiva f por
su inversa f-! transforma el conjunto de partida (el dominio) en
s mismo; dicha aplicacién producto es, pues, la aplicacion iden-
tidad 1, luego:

fof=t

Ejemplo:
Las simetrias, traslaciones, rotaciones, homotecias e inver-

siones nos proporcionan una gran variedad de aplicaciones
que se pueden multiplicar.
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Propiedad asociativa. Si  es una aplicacién del conjunto X
sobre el conjunto C, ¢ una aplicacién del conjunto € sobre el
conjunto Dy, finalmente, § es una aplicacién del conjunto D en
el conjunto B, vamos a demostrar que:

a Wop)of=yolpof

En efecto:
rex > uec,
3 como
uec "5 yen,
‘tendremos

(vomar
*EX ——> yE€B

Por otra parte:
' .
*EX —>uEC—>vED,

de donde

*€EX —>vED
¥ como
vep 2> yeB,

tendremos, en definitiva:

votgon

*€EX —> yEB
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Por tanto, el producto de aplicaciones tiene la propiedad aso-
ciativa,

Como se ha demostrado que (yro ¢)o f= o (pof), no habré
lugar a confusion si suprimimos el paréntesis, es decir:

Wog)of=tolpef)=dopof

Ejemplos:
si
u=f(x)=25+3.
Hallar:
12 lpefi(; 4 [op)ofl();
2° [PelpeNl); 57 [feel@):
32 ol 6 [poyly)
Solucion:

L* (g o i@ =elf(x)]= (2% +3)=2x+3F;

20 [ o o D) =Yl elf]) =ylgl2+ )=
=l(2x+3)]= V[Cx+ 3P+ 1= VZF3+ 15

30 o el =Yletl =y = VEEF+ = Vit T;

45 [0 @) o ) = plf(a)]) =ylol2x+ 3=
=922+ 30 = V@x + 3P+ 1= V22 + 37+ 1;

52 [ o pl0) = e = e =200+ 3;

67 T o W)= AW = o VT D =47+ 1.

34. Cardinal de un conjunto

si
$={(4,B,¢ ..}

es un conjunto finito o infinito de conjuntos, esto es, una familia
de conjuntos y M R P significa «M tiene igual potencia (32) que P,
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R es una relacién de equivalencia (24). En efecto, es inmediato

que R tiene las propiedades siguientes:
1 MRM Reflexiva.
2 MRP = PRM Simétrica.
3. MRP y PRS = MRS Transitiva.

Puesto que R es una relacién de equivalencia, R determina una
particién de & en clases de equivalencia (25. Teorema) y un

conjunto cociente %. Ahora bien, cada clase de equivalencia del

conjunto cociente da lugar a la creacién de un ente abstracto (27),
luego R da lugar a la creacién en § de tantos entes abstractos

N
como clases de equivalencia contiene ..

En particular, si M € &, llamaremos mimero cardinal de M,
o simplemente cardinal de M, al ente abstracto creado para la clase
de equivalen

Por otra parte, como dado un conjunto M € &, ademis de los
conjuntos equipotenciales entre si de C(M), existen infinitos otros,
no pertenecientes a &, pero que también son equipotenciales con
M, por extensién, llamaremos niimero cardinal de M, o simple-
mente cardinal de M, al ente abstracto creado para la clase de
cquivalencia formada por M y por todos los conjuntos que son
equipotenciales con M.

La segunda definicién, mucho mas general que la primera, tiene
sobre ésta la ventaja de desligar el concepto de cardinal de un
conjunto de la preexistencia de una familia de conjuntos. El car-
dinal de un conjunto M lo representaremos con la notacién Card (M).

Creacién del cero y de los nimeros naturales. Si los cardi-
nales de los conjuntos { }, {A}, {A,B}, {A,B,C), ... los represen-
tamos con los sfmbolos 0, 1, 2, 3, ..., se tendra:

Card({ })=0, Card({A}=1, Card({A,B}=
Card ({4, B,C})
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Ejemplo:

Si §=(4, B, C, D, E, F, G, H, I, siendo:
A={abcd}, B={ef} {&h i),
D =ik}, {lm,n, 0}, {r.ar)
G={(st} H={uvwzx), e I={yz)

& es una familia de conjuntos, y como

A EyH son equipotenciales
CyF B »
B.D,Gel>» »

se tiene:
F_
® {{4,E,H}, {C,F)}, {B,D,G,1}}

siendo:
Card(4)=4, Card(€)=3 y Card(B)=2

Conjuntos finitos e infinitos. Aunque hasta el momento nos
ha bastado con los conceptos de conjunto finito e infinito, se
impone ahora proceder a dar los criterios que nos permitan reco-
nocer unos de otros.

1. Se dice que un conjunto A es finito si no hay posibilidad
de aplicar biyectivamente A sobre un conjunto que esté contenido
estrictamente en él. El cardinal de un conjunto finito es un nimero
natural.

2. En cambio, si se puede aplicar biyectivamente el conjunto
A sobre otro que esté contenido estrictamente en él, diremos que A
es un conjunto infinito y que ¢l Card (4) es un mimero transfinito.

35. Conjuntos numerables

El conjunto N* de los nimeros naturales es infinito, puesto
que, segtn prucba ¢l esquema adjunto,
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se puede aplicar biyectivamente sobre el cnnilmm de los mimeros
pares, qu: :sca contenido estrictamente en
El con)

N =(1,2,3,45,..}

diremos que es numerable y que su potencia es 1, o también,
que los conjuntos de Ia clase C(V*) tienen el mismo nimero trans-
finito de elementos o, finalmente, los conjuntos de C(V*) tienen
el nimero transfinito 1 de elementos.

conjunto aplicablebiyectivamente sobre el conjunto N*
diremos también que es numerable.

Ejemplos:

@ A continuacién ponemos varios conjuntos aplicables bi-
yectivamente sobre el conjunto N* y, por fanto, nume-
merables y de potencia 1.

N 1 2 3 4 5 | . .
A 2 4 6 8 10 |. . .
B 1 3 9 |. . .
< 1 4 25 |. . .
1 1 1 1 1
Pl s |(%|v|" - -
2 2 2 2 2
BTz l3|7|5 1 ¢ =
3 3 3 3 3
Flr|z |3 |%|5| -
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b) El esquema adjunto nos prucba que el conjunto de los
miimeros racionales positivos es numerable y de poten-
cia 1.

S

¢) Por la misma razén, el conjunto de los mimeros racio-
nales negativos es numerable.

d) Las conclusiones b) y ¢) nos conducen ficilmente a que
el conjunto de los niimeros racionales es mumerable.

36. La potencia del continuo

I El conjunto e puntos del intervalo cerrado [0,1] no es nu-
merable *.
IL El conjunto de puntos del intervalo [0,1] es aplicable bi-
ectivamente sobre el conjunto de puntos del intervalo de amplitud
cualquiera [, 5}
En efecto, la aplicacién

y=a+(b-ax

nos transforma el intervalo [0, 1] en el (g, b].

* Lecciones de Andlisis, por FRancesco Sevewi, tomo I, pég. 92. Edito-
rial Labor.
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I En particular, el intervalo {0, 1] es aplicable biyectiva-
mente sobre el intervalo [-1, 1].

IV. También el conjunto de puntos de una serie rectilinea *
es aplicable biyectivamente sobre el conjunto de puntos del inter-
valo [-1, 1]

En efecto, la aplicacién

nos transforma el conjunto de puntos de una recta en el intervalo
{~1, 1]. En resumen, los conjuntos de puntos [0, 11, (1, 11, [a, 5]
y la serie rectilinea, son equipotenciales y como el primero no es
numerable tampoco Io son los otros.

ldad de potencias. Si dados los conjuntos infinitos
A'y B, resultara que no fuera biyectable uno sobre el otro, diremos
que esos conjuntos tienen potencia desigual.

Se dice, ademds, que la potencia de A es menor que la potencia
de B si, teniendo distinta potencia dichos conjuntos, A es inyec-
table en B.

Si A tiene menor potencia que B, diremos, también, que la
potencia de B es mayor que la de A.

Potencia del continuo. I Puesto que el conjunto N*, de los
niimeros naturales no es biyectable sobre el conjunto de puntos de
la serie rectilinea, esos conjuntos tendrén distinta potencia y como,
ademds, el primer conjunto es inyectable en el segundo, éste tendré
mayor potencia que aquél; es decir:

El conjunto de puntos de una recta tiene mayor potencia que
el conjunto de los miimeros naturales.

o, Serle rectlinn es 1 recta considerada.como conjunto de puntos, la
recta es la base de la seri
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Diremos que el conjunto de puntos de una recta (0 de un
intervalo cualquiera) tiene la potencia del continuo o, también,
que su potencia es 2.

1. El conjunto de puntos del plano (del espacio) tiene la po-
tencia del continuo *.

cciones de Andlis

* Le . por FRaNCESCO SEVERI, tomo I, pig. 95. Edi-
torial Labor.
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1. Escribanse todas las aplicaciones del conjunto {1,2,3} sobre
si mismo,

Solucion:

Si para representar una aplicacién se escribe debajo de
{1, 2, 3} su transformada, por ejemplo,

(12):

indicando con esta notacin que Jas imdgenes de 1, 2y 3 son
, 1y 2, respectivamente, se ten

(133) (0
(31 (5

Averiguar si la aplicacin

L

siendo
X = {x[x €R, 2<%<3)
tiene inversa y, caso afirmativo, hallarla.
Solucidn:
De

nkn =

2 ) # o,

H-17 -1

luego f es inyectiva y, por tanto, tiene inversa.
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»

La aplicacién inversa de f es

=Yt
Fw=—tt
Obsérvese que f=

Entre los conjuntos 4 y B se establece la correspondencia
y=sen z, siendo

xEA, yEB y fm)=senx.
Decir en cudl de los casos siguientes dicha_correspondencia
es una aplicacion, y caso de que lo sea estudiarla.
1o si

A= (x[x}ER, —w<x<w)

B={ylyER, 0<y<1).
20 si
A={xxER, 0<x<7}
y
B={(yly€R, -1<y<1}).
30 si
- =% il
4 {z\xGR. 3S¥<T }
y
B=(ylyER, -2<y<1).
40 8
y
5e i
y
Solucidn:

1* No es una_aplicacion, puesto que las imigenes de los
clementos del subconjunto de 4, [, 0f no pertenccen
al conjunto de valores
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4.

Si es una ap!xcatxon, puesto que todo elemento de A tiene
una imagen, y solo una, perteneciente a B. Esta aplica-

en una parte del conjunto B. Tampoco es inyectiva, ya
que a clementos distintos de A no siempre corresponden
=l=menms distintos de B, como ocurre, por ejemplo, para
B

Ty 2T pues se tiene:

€Y g P

1 5
(%) =3=1(5)-

3 Sies una ap!icncién, puesto que todo clementy de 4
tiene una imagen, y s6lo una, pertencciente a B. La apii-

cacién [0 es :abnyuuva, Ja que ransiorma ¢l conjun-
o A en una parte del conjun!

Si es inyectiva, ya que a S

correspondenelementos distintos en B.

i es una_ aplcaicn, puesto que todo clemen de A

tiene una imagen, y solo una, perteneciente a B. Esta

ap]lcacndn e :obreyecma, ya que transforma el con-
mbio, no es inyectiva, ya que

B e sy e el Senbic orieeonaa i

mentos distintos en B.

55 Si es una aplicacion, puesto que todo elementd de A
tiene una imagen, y s8lo una, pertencciente a B. La
aplicacién f es sobreyectiva, ya que transforma el con-
junto A en el B. También es inyectiva, ya que a clemen-
tos distintos de 4 corresponden elementos distintos en
B. Por tanto, en este caso f es biyectiva. Por ser inyectiva,
tendrd inversa

fy) =arc-seny

el dominio y rango de ésta sera:

respectivamente.

Dadas las aplicaciones f(x)=x", del conjunto N* en sf mis-
oy x-1 del conjunto de los mimeros naturales ma-

S que 1 en el conjunto N*, estudiarlas y formar los posi-
Lles productos entre ellzs.
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Solucidn:

[ es una aplicacion, puesto que el cuadrado de un nimero
natural es tnico y también natural. Esta aplicacién no es
sobreyectiva, ya que

{2lxEN"}CN".
En cambio, si es inyectiva, puesto que:
si

G ENT y  mEn = xR
También ¢ es una aplicacidn, puesto Dol oo nimero

natural mayor que 1, x—1 es tnico y también natural. La
e aacitn o+ obregecriod, pacsto que.

{x-lxEN*, x> 1}=N*
También ¢ es inyectiva, ya que:
nFEn = n-1#Fn-1 = o) # ¢(x).
Por ser p sobreyectiva ¢ nyectiva serd biyectiva, Adcmas.
como tanto f como  son inyectivas, ambas
Por tanto, i Ia imagen comrespondiente a un o cualauiera del
est

dominio de'cada_aplicacén la. representamos con
aplicaciones  inversa:

FW=vy
de dominio y rango {«lx €N} y N*, respectivamente, y
¢y =y+1

de dominio y rango N* y {y+1]y € N*}, respectivamente.
Finalmente, vamos a proceder a formar los dos productos po-

sible
[f o ©1(x)=flp()]
[ © fIx) = lf(x)] =

Obsérvese como

(x-1)=(x-1)
() =211

[F e @lx) # [ o i),

esto es, el producto de aplicaciones no tiene, en general. la
propiedad conmutativa.
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5. Clasificar las siguientes correspondencias:

y=arc.sen, siendo X=B=R.
y=E(x), siendo X=R* y B=N.

37 @4yp=9, siendo X=[0,3] y B=[-3,0

Solucidn:

1 No es una apllcacnﬁn, piesto aue v tienen m.agen los
valores de i’ menores que — 1 o mayores que 1.

S5 B2) sigaifica sparte entora 0o 2 E ¢ une apnmaon
ya que todo mimero real positivo tiene parte entera tini-
ca; asf, por ejemplo:

5 Elm)=

E(0,47)=0;  E(e)=2:

Esta splicacitn es sobreyectivn, pusto que transforma

el conjunto R+ en el N.
n cambio, no es myecmm, 73 GG el Wi

del dominio no siempre tienen imigenes

ocurre, por  sjemplo, con los elemetos. distntos 458 3

476, cuya imagen comin es 4. Al no ser inyectiva, la

aplicacién E no tendrd inversa.

De x+37=9 se sigue que

igualdad que establece una relacién (22) entre x e y que
hace_corresponder a cada x €{0,3] un par de valores
V9 y — y9-# para y; ahora bien, si el conjunto de
Valores de Ta anterior relacen 1o Timitamos (al como se ha
hecho en la hipétesis de partida) al intervalo [0,
ces a cada x€[0,3] corresponde un valor ~ VI y o
uno para y; 1o que prueba definitivamente que la repe-
lida relacén es una aplcacidn del conjunto 10,31 en el
[0, -3]. Esta aplicacién es sobreyectiva, puesto que trans-
n

i la anterior aplicacién la representamos con y=f(x),
es decir, si
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se tendré, para la inversa:
Fy=vI-y,

cuyo dominio y rango serén los conjuntos [0, —3] y [0, 3],

respectivamente.
Demostrar que si dos aplicaciones biyectivas se pueden multi-
plicar, su producto es también una aplicacién biyectiva.
Solucién:

Sean 1 ¥ ¢ dos apicaciones biyectvas de dominig ¥ rango
X y B, respectivamente, para la primera, y B e ¥ para la
segunda. lal como s indiea en 165 csquemas. adjunths.

L

yeoifoal
%

s -

2 probr que Is aplicaion producta pof es biyectiva
habr que demostrar que es sobreyectiva e inyectiva.
12 Por ser p:sobieyective, cula'y € ¥ ¢ Tivigén dé i, al
menos, z€ B, tal que y=g(z).

Andlogamente, por ser f sobreyectiva, cada z€ B
es imagen de un, al menos, x € X, tal que z~{(x). Luego,
en definitiva, cada y € Y es imagen o transformada de
un, al menos, x € X, tal que

y=lfx]=[¢ o fiiz),
es decir, pof es sobreyectiva.
Por ser tanto f como ¢ inyectivas, se tendrd:
X = fx) # flx) = elf@)] # elf(x)]

© sea:

x7#E X => leo flx) # [¢ o filxd),

luego ¢ of es también inyectiva y, por tanto, biectiva.
Anlogamente, se. demostrard que [+ ¢ también
biyectiva.
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®

©

oner dos ejemplos de pares de aplicaciones que no se puedan
‘multiplicar.

Solucidn:

1
=7z de dominio B = {z|zER, z>0}
z=logz, » X={xx€R 0<x<l}

La aplicacién producto y= vIog no estd definida, pues-
to que para todo

Xx€X = z=logx <0,

luego zB.

20
y=logz, de dominio B={zlzER, z>0}
z=senx, » X ;x:xeﬂ.7<x<3~12]‘

La_aplicacion producto y=log (sen) no estd defnida,
puesto que para

€ X—> z=senx <0,
luego z ¢ B.
i &5 la aplcacion que hace comesponder a cada conjunto
su complementario, se pide demostrar las igualdades
[(A+B)=A"+B=A+B.

Solucién:
1 fA+B)=(A+BY~(ANB) U4 NB)=

=4 NBYUBNA)=(4'-B)UB-A4)=A'+B.
fA+B)=(4+BY=(ANB)U(B NA")=

—(A-BYU(B - A)=A

Un conjunto 4 tiene n elementos y otro B tiene m elementos.

Probar que:

1° Para que existan aplicaciones inyectivas de 4 en B tiene
que ser n<

2° El nimero de inyecciones es:

mem=1)(m=2) <+ (m—n+ 1),
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s

Soluci
1° Toda apllcanon inyectiva de A en B proporcionard tan-
tas im: tintas entre si, como elementos tiene 4,
Gt o imbgenca:

Por otra parte, como la transformada de 4, segin f,
debe estar contenida en B, se tendrd n<m.
Se podrén formar tantas inyecciones como conjuntos or-
denados de  objetos se pueden formar con m elementos
distintos entre si esto es, como variaciones ordinarias de
orden n se pueden formar con m objetos *

me(m=1)(m-2) ... (m-n+1).

Dadas las aplicaciones siguientes, se pide: 1, estudiarlas, y
2, formar sus posibles productos.

f)=-x y plx)=x,

Para x enter

siendo Z el conjunto de valores de ambas.
Solucidn:
12 @) La aplicacién [ es sobreyectiva, puesto que
f2)-2.

También es ingectiva, ya que si

nFEn = —nF -5 = f0) £ x5
Por tanto, f es biyectva, Ademis, como y=f) es
inyectiva, tiene inve

= -y

Obsérvese que f y su inversa [~ coinciden.
La aplicacién ¢ no es sobreyectiva, puesto que hay
elementos de Z que o son imagen de ningin clemento
del dominio, como ocurr, por ejemplo, para 105 ni-
meros 2, 3, 7, etc. En cambio, si es inyectiva, ya
que si

nE = 1 = o) eln).

&

Como ¢ no es sobreyectiva, aunque sea inyectiva,
1o serd biyectiva, Ademds, comd §p(s) es inyectiva,

* Matemdticas Generales, de AL¥oxso Buwcos, tomo I, pig. 17.
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tendra inversa o) =¥7.

2 a )=l —x)=(-xy= -
b) fleto)=fx)= -

Obsérvese que para estas dos aplicaciones

eof=fop;

esto s, su producto tiene la propiedad conmutativa,
cosa que, como hemos visto anteriormente, no ocurre

en general.

Recordando el concepto de aplicacién, de ol
y de aplcacién compuests, demostrar Jas
dades

o Sifesbiyectiva:  (f)=

© Sif es biyectiva: fof-toflof=I
32 Sify ¢ son biyectivas:
(fopy'=¢of
Solucidn:
1S () @)=y = ) =x = y=fx)

de la primera y Gltima igualdad, se sigue:
()0 =fx) => (-1

2 a) si )=y = (=2
Ahora bien:
[f o [0 = fif ") =fy)=x => fof=L
b) Andlogamente, si
fx)=y => [1)=x.
Ahora bien:
[ o i) =] = f ap=x = [ of=I

cién inversa
ntes propie-
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30 (fe@)oleof Y=o pogof'=(folof=
“foft=l =5 (fop)'=p-of".
12. Encontrar f(x) si ¢(x) y [¢oflx) vienen dadas como sigue:

=y [pofl)=x-3+Ix-1.

[ o tg o XXV =g 0 @) o fllx) =L o fl() = flx),

de donde:
=l ol o M) =¢'x 37 3x - 1)=
[ i e [
QA f)=x-1.

También podria hacerse asi:

[e o i) = w[llx)] mx)]‘ = [f)P=2'-3+3x-1 =>
=1 => f@)=x-1.

13. Dadas las aplicaciones:
foel@)=22"+6x+9 y flx)=2x-1
hallar @(x).
Solucién:
y=2e-1; 2= 2L -

Por otra parte:
@) =[(" o )0 1R =1 o (f o @)=

2;«5?»1 N

2274 62+9) =

© sear PR =24+3x+5
También podria hacerse asi:

[f o e)®) =fle(x)] = 26(x) 1 => 2p(x)~1 =20 +62+9 =>
@x)=x+3x+5.
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1. Entre los conjuntos 4 y B se establece la correspondencia
iend

©

y=2%, siendo

*€EA, y€EB y fx)=2~
Decir en cuil de los casos siguientes dicha correspondencia
es una aplicacién y, caso de que lo sea, estudiarla y hallar
su inversa, caso de que sea posible.
1 Si A=Ry B=R.
20
30
4
50
60 YyER, 0<y<l}.
70 Si A={x[xER, x>0} y B=(ylyER, y<1)}.
8° SiA={xxER, x<0} y B={y}yER, y>1)}.

*x€R, x>0} y B={ylyER, y>1).

. Dadas las aplicaciones:

y=cosx, siendo  f(x)=cosx;

y=logz, » (x)=log x;

y=vz P Y=VE
cuyos dominios son: X=R, X=R* y X=R?, respectivamen-
te, se pide hallar y estudi
Lo [y, o) vi(2);
20 [fogl), [foyl@), [poyl);
32 lpofl), [Wo ), [Weele);
40 [fopoyl@), {foleowl}@), {[feoelop)v).
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@

. Dadas las aplicaciones:

y=tgx, siendo  flx)=tgx;
y=%, > el)=
y=VB-=7, > W=VE

cuyos dominios son:

x;{;qxen. osx<12'—}.

|x ER, x>0}
X={xjx € R, 0<x<5),

respectivamente, se pide hallar y estudiar:

10 i), ¢, ()

2 [fol@), [f o ¥Xu) Lp o ydw);

30 oo i), o i) [¥oele);

40 [fo @], [e" o 1), [F)"1x);

50 [ o 1), [p7 o @ 1), [ o ).

Dada la aplicacién

y=lzl, siendo  flx

cuyo dominio es:
X =(x}xER, x>0}

se pide hallar y estudiar:

L s 30 [ e 105 50 L)),

2° [fefitx); 40 [fo fI7w);
Dadas las aplicaciones:
@) y=E), siendo: flx)=EG)
b) y=¢x), siendo:

para x<0,  gl(®)

para x=0,  ¢lx)=0;
para x>0, ¢l)=1.
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+

2

Dadas las aplicaciones:
@, siendo
plx),  siendo

cuyos dominios para ambas son X=R y cuyos conjuntos de
vaores, tambiéa para ambes, son B~
Hallar.

[foel® y  [pofiz)
Solucidn:
@) [foplx)=(x+2¥; b lpofid)=z+2.
Dadas las aplicaciones:
y=f(x), siendo  fx)=x+7
y=g(x), siendo  @(D)=vri7,

cuyos dominios para ambas son X=N y cuyos confuntos. de
valores son B=N y B=R, respectivamente. Hallar

Foel® vy lpeofl.

Solucidn:
a) [fopdx)=Vx+7+7; b) e )= Va+Ta
Dadas las aplicaciones:

%) siendo  flx)=x'
(x), siendo  p(x)=cosx

definidas en el conjunto de mimeros reales. Hallar:
Foekn) v leofim).
Solucidn:
a) [foglx)=cos'x; b) [p o fily)=cos ().
Dadas las parejas de aplicaciones siguientes, definidas en el
conjunto de los nimeros reales, hallar el producto [¢ o fi(x),

en cada uno de los casos en que pueda formarse, asi como
el dominio respectivo.
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9

@) f)=1-x y e@=2+2x

b) [(@)=x+5 y elx) si x#£0; @0)=1.

o f)=2x si 0<x<1; fx)
pla)=+, 5i 0<x<1; ¢l

para los demds valores de x;
, para los dems valores de .

Solucidn:
a) [gofix)=x'-4z+3; X=R.
b o=

X=(xxER, x#-5).
2] (mn(x):w para X = {x|x € R, 0<x<1}
en cambio,
[pofle)=1 para X=(xxER, x>16x<0)
Encontrar {(2), si ¢(x) y [p o fI(x) vienen dadas como sigue:
e =xix+3 y [pofl@=r-3x+5
Solucidn:
@) f@)=x-2; b fR)=-x+l
Dadas tres aplicaciones f, ¢ y , ;qué restricciones deben im-
ponerse a sus dominios para que las cuatro aplicaciones com-
puestas siguientes puedan ser definidas?

eof, Yoo Wolpof) Wog)of

Probar que un conjunto es finito si no contiene ningin sub-
conjunto equipotencial distinto del mismo, y reciprocamente.

Dadas las aplicaciones:
@ ¢@=2-3 y lpofl)=2+2+3

z-2 =243
b W=y eew=55
hallar f(x).
Soluci

a) f@x)=x'+22+3; b) flx)=x-2x+5.
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leyes de composicién

36. Introduccién

En el desarrollo de la Aritmética y de la Geometria se habrd
podido observar como, partiendo de ciertos elementos, tales como
mimeros, puntos, vectores, etc., se procede a definir operaciones
con ellos, como son las de suma, resta, multiplicacién y divisién
de nimeros o vectores, o bien producto de ndmeros por vectores,
por no citar més que las mds elementales.

Una marcha similar estamos siguiendo nosotros; hemos comen-
zado por establecer, en el capitulo 1, el concepto de conjunto, asi
como las propiedades inherentes a 6, para después proceder a
definir en el capitulo siguiente diferentes operaciones con con-
juntos.

Ahora, partiendo de lo que tienen de comin las operaciones
entre sf, vamos a tratar de conseguir la definicién general de
operacién y que, por tanto, ésta sea vdlida cualquiera que sea
la naturaleza de los elementos de partida.

37. Operaciones

Si actuando, segdn unas leyes o reglas dadas, sobre uno, dos o
més elementos o subconjuntos de uno o més conjuntos, se obtiene
un elemento o bien un subconjunto, diremos que hemos efectuado
una operacién con aquellos elementos o subconjuntos de partida.

Los elementos o subconjuntos de partida son los componentes
o datos de la operacién y el clemento o subconjunto obtenido es
el resultado de ella.
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@ La suma. rests, multplicacitn, di sién, potenciacién,
radicacién y logarit de nimeros en R son ope-
Taciones, pussto que, partiendo de dos o Tés nimeros, ob-
fenemos in resultado, salvo en las restricciones de rigor.

b) La interseccién, reunién, diferencia y suma booleana de
subconjuntos.

c) La suma y resta de vectores libres.

d) La multiplicacién de un escalar por un vector y la mul-
tiplicacién escalar de dos vectores coplanarios.

Los ejemplos anteriores sefialan una marcada diferencia entre
1os @), b) y ¢) con el d), pues, en efecto, en los tres primeros el
resultado es un elemento o subconjunto del conjunto a que pertenecen
los datos. En cambio, en los ejemplos d) el resultado pertenece a uno
de los conjuntos de partida o a un conjunto distinto del de partida.

Los cjemplos anteriores nos ponen de manifiesto que existen
grandes diferencias entre las distintas operaciones y nos sefialan,
adems, la posibilidad de clasificar éstas.

Ahora bien, como para definir una operacién hay que comenzar
por dar Ia ley que la va a regir, son éstas las que dan lugar a dichas
diferencias y, por tanto, dichas leyes serdn las que, en definitiva,
nos van a permitir clasificar las operaciones.

38. Leyes de composicién de las operaciones binarias

Son las reglas que permiten obtener el resultado a partir de
los datos.

Es obvio que podremos crear tantas operaciones cuantas leyes
de composicién podamos formular.

Una vez establecida la ley de composicién que va a determi-
nar la operacién, se debe proceder a asignar a ésta un signo grifico
que la represente.

Asi se ha hecho en la Aritmética, donde primero se han defi-
nido las operaciones de suma, resta, espués se han represen-
tado éstas por los signos correspondientes +, —
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Ahora bien, para indicar una operacién en su més amplia
acepeion, s claro que podremos emplear signos convencionales
cualesquiera, con tal de que sean distintos a los empleados en ope-
raciones especificas. A este fin podremos emplear, por ejemplo, los
signos *, L, A,

Por tanto, i los componentes de la operacién los represen-
tamos con las letras @ y b, el resultado de aquélla vendré dado
en una de las formas:

asb, alb, ahb, ..

que leeremos «a compuesto con b, o de la manera que se convenga
en ¢l momento oportuno.

Cuando se trata de un nimero finito de datos posibles, la apli-
cacién de esta ley s puede facilitar con la ayuda de una tabla de
doble entrada, tal como se hace en la Aritmética con las tablas
pitagéricas de sumas y productos.

39. Leyes de composicién de las operaciones unitarias

Cabe considerar todavia ciertas operaciones en las que el resul-
tado se obtiene a partir de un solo dato. Asf ocurre, por ejemplo,
con 1a operacién de radicacién ciibica en el conjunto R, pucs, en
efecto, a cada x € R le corresponde, o podemos asociar, un resul-
tado, y sélo uno; concretamente, la J/%.

Ejemplos:

@) la division por 5 en el conjunto Q.

) La logaritmacién de base 10 en el conjunto R*.
) La complementacién (12) en el conjunto N.

Si el dato de I operacién unitaria lo representamos con la le-
tra a, y a la operacién con el signo +, por ejemplo, el resultado de
Ia operacién lo simbolizaremos en la forma:

va

y leeremos easterisco de a».
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40. Clasificacién de las leyes de composicién

Atendiendo a la naturaleza de los resultados de las operaciones
o a que el nimero de datos sea dos o uno, las leyes de compo-
sicién que determinan aquéllas se pueden clasificar asi:

10 Leyes binarias de composicién interna. 1. Son las que
partiendo de ciertos pares (x,y) de elementos*, diferentes o no,
de un mismo conjunto 4, el resultado también pertenece a dicho
conjunto.

Si la ley es aplicable a todos los pares (z,z) del producto
cartesiano AxA, y el resultado es siempre un elemento de A,
diremos que dicha ley esté definida en todo el conjunto 4, que
es cerrada o estable con respecto al repetido conjunto, o bien que
tiene la propiedad de clausura.

Es inmediato que debemos llamar operaciones internas a aqué-
llas cuyas leyes de composicion sean internas.

Ejemplos:

o La suma, ress, mulilicacién v divsitn son_operaci-
nes binarias internas en ¢l campo de los nimeros en-
teros Z.

b) La suma, resta y multiplicacién son operaciones binarias
internas cerradas con respecto al conjunto Z.

Sidy B pertsnscen ol conjunto universl U, I reusite,
intersiceity y diferencia de A y B son operaciones bina
rias internas’cerradas con respecto a U.
d) Dado el conjunto de subconjuntos:

U={4, B ¢ D},
siendo:

A={ab

B={a};

€={b} y D={}.

* Con objeto de dar una mayor generalidad al lenguaje, la palabra
«elementos la_ emplearemos también con el significado de «subconjuntor.
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Hallar el resultado de las operaciones binarias internas
cerradas de interseccion, reunién y diferencia de cada
pareja ordenada de subconjuntos.

Solucidn:

Apoyéndonos en las definiciones respectivas abtene-
mos fécilmente tales resultados, que evidentemente re-
sulta més cémodo disponerlos en tablas de doble entrada,
tal como a continuacién se indica:

nla|B|c|D ul4 c|p
Al4a|B|C|D A|la|4|[4]4
B|v|s|p|D slalB|a|B
C‘iciﬂrL‘T 707,1:776
p|o|p|p|p plals|c|p
-|4a|B|c|D
a|lplc|B|4
Nonnn
clojc|o
p|o|p|n|p

as tablas anteriores se han confeccionado de tal
forma que el primer y segundo componente de la ope-
racién respectiva han de ser tomados en la primera co-
lumna y primera fila, respectivamente.

Obsérvese que puesto que los dos primeros cuadros
son simétricos con respecto a la diagonal principal (la
que parte del vértice superior izquierdo), las operacio-
nes Ny U tienen la propiedad conmutativa (al menos
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o d siemplo que estamos considerando); en cambio,
peracién — no la ti
Fe importante adverty o5 _ejemplos_anteriores
nos sefialan la puslhlhﬂ:d B aitnie operaciones bina-
tian interis, 2 partl ds fablan confeccionadas en forma
arbitrari
Dado el c:mjlmm € de los puntos de un plano, si hace-

una operacién binaria interna y cerrada que podemos
llamar, por ejemplo, «punto medios. Si d\cha operacién
Ia representamos con la notacién », se tend

AxB=M.

Es inmediato que la operacién punto medio tiene la
propiedad conmutativa, es decir,

A+B=B+A.

De todo lo anterior se sigue que:

Una ley binaria de composicion interna sobre un conjunto A
es una aplicacion f del producto cartesiano AxA, o de parte de
él, en A

En simbol
i @WEAxA —> fx,y) EA.

IL Establecida la definicién de ley binaria de composicién in-
terna, vamos a considerar ahora el caso de que el nimero de com-
ponentes de la operacién sea superior a dos.

Si con objeto de fijar ideas suponemos que los elementos de
partida son x, %, z y ¢, y que la operacién la representamos con la
notaci6n , la expresién

xayezat
la tomaremos en el sentido de que tenemos que comenzar por hallar

el resultado 7, obtenido al operar con los dos primeros compo-
nentes x e y, para después componer 7, con z; tendremos asf un
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nuevo resultado r;, que ('nalm:'nte habrd que componer con el
iltimo elemento £, es
x'y-zal:[(xty)‘z]vt

29 Ley unitaria de composicion interna. Dado un conjun-
10 4, se llama ley unitaria de composicin interna a toda regla, ley
o procedimiento que permita asociar a ciertos clementos de A
uno (0 varios) elementos pzrleclzmen(e determinado (determinados)
también perteneciente(s) a

Sila opmcm I repr:semzmos con la notacién + (asterisco),
se ten

€43 1z€4

Eiomplu;

i los +, Ly T representan, respectivamente,
B tiplica ien por 6, la_potenciacion de exponente 3
¥ la raiz cuadrada en el conjunto R, se tend:

L
*€R > 6xER; 1ER S PER
*E(xxER, 130} 1> = VTER
b) Si el simbolo A representa la complementacion (12) al

conjunto A={(1,2, 3, 4, 5 6 7, 8 9); se tendrd, por
cjemplo:

A
{13,57,9)C4 — {2,4,6,8)CA

) Dado ¢l conjunto A de todos los puntos del plano y el
vector libre ¥, si asociamos  cada punto P del plano, el
extremo @ del vector PQ equipolente al vector dado ¥';

v
e
P 4
—
babremos defindo asf una ley unitaria de composicidn
interma 2 Ia que lamaremos traslacid segin el vector ¥
del plano sobre si m
o dicha Iey 1a represeatamos con el sfaabolo V, ten-
dremos:

res Vs oeu
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Resumiendo: Una ley unitaria de composicidn interna sobre un
conjunto A es una aplicacién f del conjunto A en A, o sea:

f: x€4— fx)€EA

Es obvio que llamaremos operaciones unitarias a aquellas cuyas
leyes de composicién sean unitarias.

3% Ley binaria de composicién externa. 1. Dados los con-
juntos @ = {a, B, ¥, ...}, al que llamaremos dominio de operado-
res, y , ¥, 2, ...}, lamaremos ley binaria de composicion
externa a toda regla f que hace corresponder a cada par ordenado
(@,%) del producto x4 un clemento perfectamente determinado
del conjunto 4, al que representaremos con la notacion a-z.

Dicha ley es, pues, una aplicacién que toma sus argumentos en
Qx4 y los valores correspondientes pertenecen a 4, es decir:

f: (@VEQxA —> ax€A4
Las operaciones binarias cuyas leyes de composicién son exter-
nas se llaman, por supuesto, externas.
Ejemplos:
@ la multiplicacién de un escalar (nimero real) por un
wvector.

) La multiplicacién de un mimero real por una matriz.
©) La multiplicacién de un ndmero real por un polinomio.

IL Dados los conjuntos A ={x, 4, 7, ...} y B={a B, %
también Uamaremos ley binaria de composicibn externa a toda
regla f que permita asociar a ciertos pares ordenados (x,3) del
producto AxA un elemento perfectamente determinado pertene-
ciente a B.

En simbolos:

f: (Y EAxd — fx, ) EB
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Ejemplos:

@ La multiplicacién escalur de dos vectores libres.

b $i 4 es el conjunto de puntos de un plano, B el con-
junto de rectas de éste, y = es la regla que asocia a cada

par de puntos distintos de A, la recta que éstos deter-
minan; « es una ley binaria de composicion externa.

) Si A es el conjunto de puntos de un plano,
B={xxER, x>0}
3L es Ia regla que asocia a cada par de puntos de 4,
I e

eI nimero positivo o nulo
o wnes L ¢a' vk I isiana, de mmposm n externa.

4° Ley unitaria de composicién externa. Dados los con-
juntos A= (%, y, 7 ...} y B={a, B, ¥, ..} lamaremos ley unita-
ria de composicion externa a toda regla f que permita asociar a
cada elemento de 4 un elemento perfectamente determinado de B.
En simbolos:

[ x€A4—>[DEB

Ejemplos:
@) Si 4 es el conjunto de todos los segmentos de un plano,
B=(zlxER, x>0}
y + es la regla que asocia a cada segmento de A, el

afinero, poitivs qin 1o/ una ley unitaria i
composicién extern:

&

Si A cs el conjunto de todos los poligonos de un plano,
B=R*y | es la regla que asocia a cada poligono de A
0 drdo T oa-mns 1oy sabaria, G compoaicion et
) Si A es el conjunto de todos los cuerpos geométricos
gl espacxc (figurss de wres dimensiones), B=R" y T
socia it da i 5 valuméat
e ey nitaia de couspasinién’ exters
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41. Propiedades de las leyes de composicién interna

Propiedad asociativa. Una ley de composicién interna s,
deﬁmdn sobre un conjunto A, posee la propiedad asociativa si
para cada tres clementos cualesquiera ¥, y, = del conjunto A se
verifica:

(xey)sz=xalysz)
e decir, si

m VOV ey ez=xaiys2)

Ejemplos:

@) La suma y la multiplicacién en el conjunto R de los
nimeros reales son leyes de composicién interna asocia-
tivas, puesto que

Gty +z=x+@+2) Yy ey z=x(y2)

En cambio, la_diferencia en R no es asociativa, puesto
que, en general
(x-y-z#x-(y-2)

Tampoco es asociativa la potenciacién en el conjunto N
de los nimeros naturales, puesto que, en general,

() 7 200

) La interseccién, reunién y suma booleana de conjuntos
tienen Ia propiedad asociativa.

© SR es el conjunto de los nimeros reales y hacemos
ponder a cada ) de mimeros distintos de R
' maayor ¢ cloe, eaarmos dcBoida una Gperacidn interaa

que es asociativa, pues, cfectivamente, si la ley esta-
Blecida Ja. represeatames con e, ¥ & por ejemplo,
x<y<z, se tendrd:

xry=y, yrz=z xsz

de donde

(eg)ez=yez=z; xalyeD)=xsz
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luego
(xey)sz=xx(ysz)
¥, por tanto, la ley « tiene la propiedad asociativa.

4 Si hacemos corresponder a cada par (5,3) de mimeros
cualesquiera de R, su media aritmética (x+3):2 ¥
presentamos la_operacién interna y cerrada inida en
R, con la notacién +, se tiene

wry
Teriegar 2 —ou, BEIEE
4
y como:
PN CTT [—— 2"*4””

en general,
xxyrzEee @eD)
¥, por tanto, la ley + no tiene la propiedad asociativa.
e) La suma de vectores libres tiene la propiedad asociativa.
2. Propiedad conmutativa. Una ley de composicion inter-

na «, definida sobre un conjunto 4, posee la propiedad conmuta-
tiva, si

@ WDy xey=yex

Ejemplos:

@) La suma y la multiplicacién en el conjunto R de los
nimeros reales son leyes de composicién interna conmu-
tativas, puesto que:

xhy=y+x Y Y=y
n cambio, Ia diferencia y el cociente en R no son con-
mutativas, puesto que, en general:

wyEy-r Y A
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Tampoco es conmutativa la potenciacién en el conjunto
N de los mimeros naturales, puesto que, en general,

oEY
b) La interscecién, reunién y suma booleana de conjuntos
tienen la propiedad conmutativa.
©) Las leyes de composicica interna de los cjemplos ¢) y )
del nimero anterior 1, son conm
d) La suma de vectores libres s conmutativa.

3. Propiedad asociativa y conmutativa. Si la ley de compo-
sicién interna + es asociativa y conmutativa, el resultado final es
independiente del orden en que se tomen los elementos y de la
forma de agrupar éstos. *

En efecto, si con objeto de fijar ideas nos referimos a los cuatro
elementos x, y, z y 1, las igualdades inmediatas que siguen nos
prucban la certeza de la tesis.

zeyszet=[(xay)wz]st=[xsye2)]t=
—xx(lyrD)xf=ltszey)]ex

42, Elemento regular

Un clemento x € A se dice regular por la izquierda para la
ley + si posee la propiedad siguiente:

m Vy(Vz):  xey=xez =>y=

Anélogamente, x es regular por la derecha si
@ Vp(¥2):  yer-zex = y=z

Si un elemento x es regular por la izquierda y por la derecha,
se dice regul

Cuando todos los elementos de un conjunto, sobre el que se
ha establecido una ley +, son regulares, diremos que dichos elemen-
tos son simplificables para dicha ley.
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Ejemplos:
@ Tedos los nimeros de N son regulares o simplificables
suma, puesto q
Xiy=riz=> y=z,

yrx=z4x => y=2.

) Todos los mimeros de N* son regulares o simplificables
para la multiplicacién, puesto que:

xey=xz => y=z
yor=zex => y=z
43. Elemento neutro

Se dice que un clemento e de un conjunto 4, en el que se ha
definido una operacién interna », es neutro por la derecha para
dicha ley si, para todo x € 4, se verifica:

[0)] xee=,

Anélogamente, se dice que ¢ € 4 es un elemento neutro por la
izquierda para la ley + si, para todo x € 4, se verifica:

) Cex=zx
Finalmente, si e € A es neutro por la derecha y por la izquierda
para la ley +, diremos simplemente que e es neutro para la repe-
tida ley ».

En simbolos, ¢ € 4 es neutro para la ley = si, y solo si:

3) (V& xEA):  xee=esx=x

Ejemplos:

@ En a suma de nimeros en N, el 0 s e elemento neutro,
puesto que para todo x € N s

x4+0=0+=x
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b) En la multiplicacién en N, el 1 es el elemento neutro,
puesto que para todo z € N, se tiene:

xl=lox=x

En cambio, ara la potencicidn en N e 0 1o es clemen-
to neutro, puesto que, en gene

PO
Tampoco 1o es el 1, puesto que, en general:

A
Nota: Al estudiar la multiplicacién de matrices ten-
dremos oportunidad de comprobar la existencia de ele-
mentos neutros por la derecha (pero no por la izquierda)

¥ de clementos neutros por la izquierda (pero no por
Gerecha), asi como la existencia de elementos neutros.

Teorema 1. i la ley + es conmutativa y tiene elemento neutro
por la derecha (izquierda), lo es también por la izquierda (derecha)
y, por tanto, dicho elemento es neutro para la repetida ley.

En efecto, por ser e neutro por la derecha, se tiene:
xee=x
Ahora bien, como la ley + es conmutativa, tendremos:
erx=zve
de donde:
exx=x
Luego e es también neutro por la izquierda para la ley + y, por
tanto, es neutro para la repetida ley.
Teorema 2. i la ley + posee un elemento neutro, es inico.
En efecto, si tuviese dos elementos neutros e y €, se tendrfa:
Cre=ese=¢

por ser ¢ elemento neutro.
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Anélogamente, por ser ¢’ elemento neutro, se tendria:

ere=e

Luego:

44. Elementos simétricos

Si una ley interna +, sobre un conjunto 4, posee un elemento
neutro e, se dice que el clemento ¥ € 4 es simétrico por la dere-
cha con respecto a la ley +, del elemento x € 4, si:

@ xxx

Anélogamente, se dice que ¥ € A es simétrico por la izquierda con
respecto a la ley +, del clemento x € 4, si:

@ Yai=d

Finalmente, si ¥ € 4 es simétrico por la derecha y por la iz-
quierda con respecto a la ley +, del elemento x € 4, diremos sim-
plemente que ¥ es simétrico con respecto a la repetida ley «.

En simbolos, ¥’ € A es simétrico de x € A con respecto a la
ley + si, y sélo siz

3) ¥ex=e

Ejemplos:

@) En la suma de mimeros en Z, cada nimero x50, tiene
por simétrico su opuesto —%, puesto que:

x+(~2)

—2)+x=0

) En la multiplicacién de nmimeros en Q, cada nimero
x7#0 tiene por simétrico su inverso, puesto que:
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En general, ¢l simétrico de un elemento ¥, cuando existe, lo
representaremos con la notacién x-'.

Si todo elemento de un conjunto A tiene un simétrico, con res-
pecto a una ley dada +, diremos que la ley « ha simetrizado el
conjunto A.

PROPIEDAD. Si ¥ € A es simétrico de x € 4-con respecto a
Ta ley *, se tendrd:

xe¥=xsx=e

y como esta igualdad puede ser escrita en la forma:

Yiz=tast'=e
podemos concluir que  es a su vez simétrico de ¥, es decir, que:

“) 63 Involucién.

Esto es, el simétrico del simétrico de un elemento es éste.

Teorema 1. Si un conjunto A estd dotado de una ley asocia-
tiva +, y el elemento x € A admite simétrico, éste es dnico.

En efecto, i tuviera dos simétricos ¥ y x7', se tendria:

Por ofra parte, si tenemos en cuenta la asociatividad de la ley +
y las igualdades anteriores, podremos escrit

e

de donde

Teorema 2. Si la ley + es asociativa y los elementos x e y
admiten simétricos, el compuesto x +y admite también simétrico, y
éste viene dado por la formula:

) (xey)

p—
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En efecto:

(Eeg) sy sz

alys @y ex=xsly+y ) exl=

xe(erx=zexize

Anilogamente, se demuestra que también

G ex ) u ey

¥ que, por tanto, el simétrico de x +y es y~t+x-L
Teorema 3. Si sobre un conjunto A se ha definido una ley
asociativa + y cada uno de sus elementos tiene simétrico, todos los
elementos de A son regulares.
En efecto:

Xey=rez = xlarag)=rleren) = @D ey=

(1 ax)ez = cry—erz = y=z.

Luego x es regular por la izquierda. Andlogamente se demuestra
que x es también regular por la derecha y que, por tanto, es regular.

45. Propiedad distributiva

Sea A un conjunto dotado de dos leyes de composicién inter-
na + y L Diremos que la ley = es distributiva por la izquierda con
respecto a la ley L si se verific:

m VOV (V2):  xe@yla=(x+y)Llxe2)

Anilogamente, 1a ley « es distributiva por la derecha con res-
pecto a la ley L, si

@ (VOVY(V2:  Glex=@+1)l(z+x)

Finalmente, si la ley « es distributiva por la izquierda y por
la derecha con respecto a la ley 1, diremos simplemente que » es
distributiva con respecto a 1a ley L
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Teorema 1. Si la ley + es conmutativa y, ademds, es distri-
butiva por la izquierda (o bien por la derecha) con respecto a la
ley L, la ley = es distributiva con respecto a la ley L

En efecto, si suponemos + distributiva por la izquierda y con-
mutativa, tenemos:
xe(yl=(xey) Lxe) =@ ex) Lz +x),
xe@la)=(ylo)ex
de donde:
L) sx=(y+x) Lz +x).

La dltima igualdad prucba que también « es distributiva por la

izquierda y que, por tanto, es distributiva con respecto a la ley L.

Andloga demostracién se puede hacer si hubiéramos supuesto
que » es distributiva por la derecha.

Teorema 2. Si + es distributiva con respecto a la ley | y ésta
es asociativa, se tiene:
3) (L)« (y Ly =(x ) L0xy e o) Lixa v y) Lz 2 )

En efecto:

(yLx) « (g Ly =[x« Ly L[xa « (o L] =
=[x 2 ) Lx s ) LGz« ) L (22 )] =
={[x ) L+ g Lxa vy} Ly )=
ey L o) Ly e y) LGxy o)

Ejemplos:
@) En R, la multiplicacién es distributiva con respecto a

la suma, puesto que:

By+D=xyern, ez r=yrizr
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En cambio, la suma no es distributiva con respecto al
producto, puesto que, en general:

2 (yeD) (4 9) (42)
Si A, B y € son subconjuntos del conjunto universal U,
se tiene:

b) La interseccién es distributiva con respecto a la reunién,
puesto que (11):
ANBUC)=ANBUMANC)
(BUCONA=(BNAUECN A4

La reunién es distributiva con respecto a la interseccién,
puesto qu

AUBNC)=4UBNAUC)
(BNC)UA=(BUANCUA)
d) En R,y en virtud del teorema 2 e este nimero, se tiene

la conocida propiedad «desarrollo del producto de dos
‘binomios» :

i+ x) Gy =Xy gt Xetht Xl

46. Propiedades de las leyes de composicién externa

Dados el dominio de operadores © = {, B, 7, ...} ¥ otro con-
junto distinto 4 = {(, ¥, z, ...} y la ley de composicién externa f
definida asf:

£ (DEQxA —> axEA

12 Si ¢l conjunto 4 estd dotado de una ley interna +, que

lamaremos aditiva, diremos que la ley externa es distributiva
con respecto a la adicion en 4, si s verifica:

[$3) (Va)(Vx)(Vy):  ax+y)=ax+ay

2° Si los conjuntos 0 y A estén dotados de una ley de com-
posicién interna +, que llamaremos aditiva, diremos que la ley ex-
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tema es distributiva con respecto a la adicién en , si se verifica:
) VWAV  (a+flr=ax+for

30 Si el conjunto A csté dotado de una ley interna -, que
llamaremos _multiplicativa, diremos que hay una asociatividad
mixta entre la ley externa y la multiplicacion en 4, si se verifica:

3) Va)(V0)(Vy):  a(xy)=(a-x)y=x-(a-y)

4 Si el conjunto © estd dotado de una ley interna -, que
llamaremos multiplicativa, diremos que hay una asociatividad mi;
ta, entre la ley externa y la multiplicacién en Q, si se verifica:

@ VAWHVD:  (afrr=a-Bex)=pelax)
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diar, en el conjunto de los niimeros naturales, la ley de
composicién defnida por Ja igualdad siutente:

x+y=M.C.D.(x,5)
Solucion:
@) Tiene la propiedad de clausura, puesto que:
(Vo (Vy): x+y=M.C.D.(x,y) €N

2

Tiene la propiedad asociativa. En efecto, si
M.C.D.(x,g2=m, M.C.D.(r,y)=m' y
M.C.D. (2

se tiene:
(x+y)+z=M.C.D.[(x+3),2]=M.C.D.[M.C.D.(x,3);
=M.C.D.(m',z)=m.

Anilogamente:
%% (y #2)=M.C.D.[x,(y+2)]=M.C.D.[x, M.C.D.(y,2)] =
=M.C.D.(x,m")=m.
Luego:
(xeg)rz=xx(y+2)

o

Tiene la propiedad conmutativa, puesto que:
24y=M.C.D.(5,)=M.C.D.(s, )=y +x

No tiene elemento neutr, puesto que 1o existe ningin
€ N* tal que, para todo mimero natural x, se verifique:

M.C.D.(e,x)=x.

&

Por no_tener elemento neutro la ley +, tampoco podrd
tener simétrico ningin x € N*.
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2. Estudiar, en el conjunto @, la ley de composicién definida
por la igualdad siguiente:

xxy

Solucion:

@) Es cerrada con respecto al conjunto @, puesto que:

VHVY:  xey %eo

e

Tiene la propiedad asociativa, pues, en efecto:

u.y).h(%").

xalyez)

£ 3

Tiene la propiedad conmutativa, puesto que:

S N

&

Tiene elemento neutro. En efecto, como la ley « es con-
mutativa, bastar con que probemos que dicha ley tiene
elemento neutro por la derecha (o bien por la izquierda).
Ahora bien:
=
2

Luego el elemento neutro es e=2.
©) Cada x7#0 de @ tiene simétrico, pues, en efecto:

Tee=x => —x = e=2

3. Estudiar, en el conjunto @, la ley de composi
por la igualdad siguiente:

Eay=ziyery
Solucin:
@) Tiene la propiedad de clausura, puesto que:

VO (Vy):  xey=x+y+xy€Q



E
por la igualdad siguient
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b) Tiene la propiedad asociativa, pues, en efecto:

ey ez=(xey)+ze(xey)-
YTy Y EEeY)
SXRYFIHE YR TRY AT YT

FYHZHY I XY+ HY2)=
x4y rxy D) =xelyr2).

) Tiene la propiedad conmutativa, pues, en efecto:

XeY=X YR Y=Y iYXYo X

d) Tiene elemento neutro. En efecto:

xee=x => xtetxe=x =>e

e) Cada x#-1 tiene simétrico. En efecto:

xaxlmxlax=0=>x+xtrxat=0=>x"
+x

) Laley x no es distributiva con respecto a la suma, pues,
en efecto:

YD —x YDA D =T LYY T
En cambio:

Eap)+ErD=xty+ Ry T LI ERD

2 Laley « no es distributiva con respecto al producto, pues,

en efecto:
X (yen) =2+ (y2) +xo(ye2)
En cambio:

(e xg) (D) =x ey +rg) (s zxe2)

studiar, en el conjunto N*, la ley de composicién definida

x+y
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Solucion:
@ No es cerrada con respecto al conjunto N, puesto que
en infinitos casos —+-Y- no serd un nimero natural; es
decir: “
no (¥ x)(Vy): x+yEN*

b) No tiene la propiedad asociativa, puesto que

Y
Greprz 2 2+y+2
[T A
En cambio:
yiz
PR b
T+(y*z) 2 2+y+z
e Folen) 2 Fhiis
e 2 2 0
¢) Tiene la propiedad conmutativa, pues, en efecto:
x+y y+x
zey="1 ey

d) No tiene elemento neutro. En efecto, si existiera elemento
neutro e, se tendrfa:

x+e
Tre=x =>

x => e=x

Lo cual es absurdo, pues de existir elemento neutro debe
ser tinico y no depender del nimero tomado.

-3

Al no tener elemento neutro la ley +, tampoco podrd
tener simétrico ningin x € N*.

) L2 oy + o es distibution con respecto a Iy suma, pues,

en efec
Sl o= tiVtE
y+a=—ry
En cambio:

x+y | xiz Wiy

(Eay)+(xrz)= 2 =
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2
2 Laley « no es distributiva con respecto al producto, pucs,
en etecto
srgaEHE
En cambio:
+y wez
Eepern= L0

5. Estudiar, en el conjunto R, la ley de composicién definida
por la igualdad:

Solucion:

@) No tiene la propiedad de clausura, puesto que % =y <0
para los pares de nimeros que verifican la inecuacion
xy-1<0.
b) Tiene la propiedad asociativa, pues, en efecto:
eprz-l T
i
ogega ErWe=l Ty
ez xy-1

Xty

ryz-z-y-z
Tyrrziya-1

y+z

¢) Tiene la propiedad conmutativa. En efecto:
ry-1  yr-l
Xty yex

xey

=yex.

d) No tiene elemento neutro. En efecto, si existiera elemento
neutro e, se tendria:

xre=x =>

xe-1
x => 0-e
T+

141 = 0.6 £0,

lo cual es absurdo.
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e) Al no tener elemento neutro la ley +, tampoco podrd
tener simétrico ningin elemento del conjunto dado.

La ley « no es distributiva con respecto a la suma. En
efecto:

Ey+a)-1 _ zy+xez-l

A= D FrTe

En cambio:

(xey)+az)=

+
x4y Tz

L

Tampoco a ley « e distibuiva con respecto al producto,
Puesto que:
1

xy-1xz-1 Ryez-zy-zzsl
Yy mrz | Reryrniyz

rey)Eez)="—

Estudiar, en el conjunto N*, la ley de composicién definida
por la siguiente igualda

xe

{ x cuando x>y
y » y>z
Solucidn:
No tiene la propiedad de clausura, puesto que para todo
par (x,3) de nimeros de N*, tales que x=y, se tiene:
ey EN.

Es decir, la operacién estd definida solamente para los pares
(x.y), tales que x5y,

=

Tene la propiedad asociativa. £n_clecto, como s tres
eros %, y, = tienen que ser distintos entre i; si fuera,
por e]empln x>y>z, se tendria

(exy)sz=xez=r.
Andlogamente

Talyen=xey=x
¥, por tanto:

g ez=relye)
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¢) Tiene la propiedad conmutativa. En efecto, si fuera, por
cjemplo:
Xey=y => y>r=> yrr-y

xry=yex.
d) Tiene eclemento neutro. En efecto:
xre=x = e<x=>e=1

Luego el elemento neutro es e=1

Ningin x € N* tiene simétrico. En efecto:
Leosi

=1 tuviera simétrico -, se tendria:

Tex

tel=l=>21<1

lo cual es absurdo, pues - debe pertenccer a N*
¥, por tanto, ser mayor que 1.

Si x> 1 tuviera simétrico ¥, se tendria:
xext=xtex=1

Io cual e absurdo, pues I clemento compuesto con
1 tendria que ser mayor que

7. Estudiar, en el conjunto N*, las dos leyes de composicion
definidas por las igualdades siguientes:
xay=dredy xly=txy
Solucidn:
PRIMERA LE!

@) Tiene la propiedad de clausura, pues:
(Vx)(Vy): xsyEN®
) No tiene la propiedad asociativa. En efecto:

(xay)ez=3(x s §)+22=30x+29) + 22=9x + 6y +22.
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e

&

En cambi

Fa(yez)=3r+2y » 2)=3x+20y+22) =dx+ 6y + 42,
No tiene la propiedad conmutativa. En efecto:
Eay=drildy  yex=dyse

No tiene elemento neutro. En efecto, si existiera elemento
neutro e, se tendria

Tre=x => Ir+2e=x => e

Lo cual es absurdo.

Al no tener elemento neutro la ley +, tampoco podrd

tener simétrico ningin elemento de N*.

SEGUNDA LEY:
Tiene la propiedad de clausura, pues:
(Wx(Vy: rlyEN:.
Tiene la propiedad asociativa. En efecto:
(ely) Lz=4-(rLy)-==4-(4ry)-z~ 162yz
—4x.(dy2)=dr-(y L) =xL(yL2).
Tiene la propicdad conmutativa. En efecto:
xly=dxy=dyz=ylx

No tiene elemento neutro. En efecto, si existiera elemento
neutro e, se tendria

xL

—x = dre=x => e=}
como 4 €NV, dicho 4 no puede ser el elemento neutro
T Tey L en'el conjunto N

AL no tener lemento neutro 1 ley 1, tampoco podrd tener
simétrico ningin elemento de N*.

PROPIEDADES QUE RELACIONAN LAS DOS LEYES:

La ley + no es distributiva con respecto a la ley L En
efecto:

xelylo

3x 4+ 204y2)=3x + 8yz.
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En cambio*

x+2y) L (x4 20) =405 + 29) Gx + 22) =
627+ 24y + 245z + 164z

(xey)l(xs2)

b) Laley L es distributiva con respecto a la ley ». En efecto:

x Ly o 2)=4x(3y + 22)= 1 22y + Bxz = 3(dxy) + 21dxz) =
=(@xy) « (x2)=(x Ly) » (x L2).

8. Sobre el conjunto A = (1, 2, 3, 6} designamos por x+y al
M.C.D. de x e y. Tabilese esta ley.

Solucidn:




©

w

EJERCICIOS PROPUESTOS

Estudiar, en el conjunto R*, la ley de composicién interna
definida por la igualdad siguiente:

x+y
Y
Solucidn:
@) Cerrada.
b) Asociativa.
) Conmutativa.
d) e=0.
) Ningin x € R* tiene simétrico.
f) No distributiva con respecto a la suma.
) No distributiva con respecto al producto.

Estudiar, en el conjunto N*, la ley de composicién interna
definida por la igualdad siguiente:
xey=x
Solucidn:
a) Cerrada.
b) Asociativa,
) No conmutativa.
d) Todo x € N* es neutro por la derecha.
) No distributiva con respecto a la suma.
f) No distributiva con respecto al producto.

Estudiar, en el conjunto Z, la ley de comp
definida por la igualdad siguiente:

xry=ly-x|
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»

Solucidn:

a) Cerrada.

b) No asociativa.

) Conmutativa.

d) No tiene elemento neutro.

) No tienen simétrico los elementos de Z.
No distributiva con respecto a la suma.
g No distributiva con respecto al producto.

Estudiar, en cl conjunto @+, la ley de composicién interna
definida por la igualdad siguiente:

xey=xit
y

Solucion:
@) Cerrada.
) No asociativa.
©) No conmutativa.
d) No tiene elemento neutro.
¢) No tienen simétrico los elementos de Q*.
) No distributiva con respecto a la suma.
g No distributiva con respecto al producto.

Si x=(a,b), y=(m,n), siendo a, b, m y n mimeros enteros,
estudiar, en el conjunto € de los nimeros complejos, las
leyes de composicién interna definidas por las igualdades si-
guientes:

xiy=(@smbin)  xy=(a-mben)

Solucién:

PRIMERA LEY (Suma):

Cerrada.

Asociativa.

Conmutativa.

El elemento neutro es e=(0,0).

El simétrico de (a,b) es ¥'=(-a, ~b).-

s&ogl
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SEGUNDA LEY (Producto) *

) Cerrada.
b) Asociativa.
¢) Conmutativa.
d) El e=(L,1) es el elemento neutro de C.
) Todo (a,b), siendo a0 y b0, tiene por simétrico
11
= (=)
(+3)
PROPIEDADES QUE RELACIONAN LAS DOS LEYES:

a) Es distributivo el producto con respecto a la suma.

b) No es distributiva la suma con respecto al producto.

6. Estudiar, en el conjunto R*, la ley de composicion interna
definida por la igualdad siguiente:
xey=E(x+y)
donde E(x) es la aplicacién eparte entera de x».
Solucidn:
@) Cerrada.
b) No asociativa.
¢) Conmutativa.
d) No existe elemento neutro.
) No tienen simétricos los elementos de R°.
7. Estudiar, en el conjunto N, la ley de composicién interna,
«potenciacion».
Solucidn:
) Cerrada.

b) No asociativa.
¢) No conmutativa.
d) El elemento neutro por la derecha es e=1.
unque @ csta segunda ley le llamamos eproducton, no debe confun:
dirse Son e} producto e dos. mimeros. complejos
(a,b)-(m, m)=(am—bn, an-+bm).
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) El simétrico por la derecha de todo x €N es el ni-
mero 0.

) No es distributiva con respecto a la suma.
) No es distributiva con respecto al producto.

Estudiar, en ¢l conjunto de los mimeros pares, las leyes
24y, 2y,
Solucidn:
1. @) Cerrada.
b) Asociativa.
¢) Conmutativa.
d) El elemento neutro es
) El simétrico de todo mimero par ¥, es —%.
) No es distributiva con respecto al producto.

2. @) Cerrada.
b) Asociativa.
) Conmutativa.
d) No tiene elemento neutro.
€) Al no tener elemento neutro la ley o los elementos
del conjunto dado no tienen simétri

/) No es distributiva con respecto al pmducm

Sobre el conjunto A = {0, 1, 2, 5} se designa con xsy el
resto de Ia division de ' por 3. Tabilese esta ley y expliancse
por qué obtenemos una ley de composicién interna.

{Es interna la ley A xB definida sobre la familia de conjun-
tos {4, B, C}?

Sobre €l conjunto de los enteros mayores o iguales que uno,
consideramos dos leyes de composicion
xxy designa el M.C.D. dex ey
xly » s>mem o xey

Pruébese que la multiplicacién es distributiva con respecto a
estas dos leyes.
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12. Si sobre un conjunto A, dotado de una ley de composicion
interna, existen simultineamente elemento neutro por la de-
recha y elemento neutro por la izquierda, ;ambos deben coin-
cidir?

13. Sobre todo conjunto A la ley definida por x cla
mente una ley interna. Estidiese la asociatividad y o conma-
tatividad. Demuéstrese que todo elemento es neutro por la
isquierda. Pruébese a partir del ejercicio anterior que no puede
existir elemento neutro por la derecha.
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estructuras algebraicas

47. Introduccién

Al estudiar los conjuntos se habrd podido observar que una de
sus caracterfsticas fundamentales es la de que sus clementos apa-
recen como amontonados o desordenados, es decir, sin ninguna
relacién o ley que los ligue.

A medida que se ha ido avanzando en el estudio de la Teorfa
de los Conjuntos, se habré notado que los hemos ido corganizando»
cada vez mejor; o sea, hemos ido estableciendo relaciones y leyes
a las que deben obedecer los conjuntos, lo que ha traido como
consecuencia una mayor complejidad y, por ende, una mejor orga-
nizacién o eestructuraciéns en los repetidos conjuntos.

La marcha seguida en el estudio de los conjuntos es un todo
similar a la propia evolucién de la Sociedad Humana, que partié
de conjuntos de individuos sin apenas conexién entre ellos, salvo
la existente entre los individuos de cada célula familiar, y que al
correr del tiempo se fueron agrupando y jerarquizando, lo que con-
dujo a establecer unas reglas o leyes de convivencia cada vez mis
perfectas y numerosas, cuyo objetivo fue siempre, al menos en
teorfa, dar una mejor organizacién o eestructuraciéns a los cada
vez més numerosos grupos humanos.

Estructuras algebraicas. Conferir una estructura algebraica a
un conjunto 4 es dotar a dicho conjunto de una o varias leyes
de composicién y de las relaciones que ligan dichas leyes. Una es-
tructura algebraica queda determinada, pues, por las leyes de que estd
dotado el conjunto y por los axiomas que relacionan dichas leyes.
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48. Isomorfismo

L Sean A y B dos conjuntos equipotenciales y f una aplicacion

de A sobre B. Si cada uno de los conjuntos A y B esti
dolado del mismo nimero de leyes de composicion (una cada
uno de ellos, por ejemplo) y son iguales los cuadros de axiomas
que relacionan las leyes de cada conjunto, diremos que los con-
juntos A y B tienen igual estructura algebraica.

Es de observar que los elementos que integran los conjuntos A
y B pueden ser de naturaleza muy distinta, tales como nimeros y
entes geométricos, o bien puntos y empleos, etc.

IL Supongamos ahora que A esté dotado de una ley binaria
(unitaria) de composicién interna », y que B estd a su vez dotado
de una ley binaria (unitaria) de composicién interna L

Diremos que la biyeccién f es un isomorfismo de A sobre B si:

o V) (Vy):  fasy)=fx)Liy)
© bien:
@ V) fex)=Lf(x)

Se dice también que los conjuntos A y B son isomorfos con res-
pecto a las leyes » y L para la aplicacién f.
Las igualdades (1) y (2) pueden leerse como sigue:

) El transformado del clemento compuesto por dos elementos
cualesquiera de A es el compuesto sobre B, por las imdgenes de
los elementos de A.

b) El transformado del resultado de hacer actuar la ley » sobre
un elemento cualquiera de A es igual al resultado en B de hacer
actuar la ley L sobre la imagen del elemento de A.

Ejemplos:
A ¢l conjunto Z de los enteros relativos y

1. Sea
ley » 1a adicion, B e confunto de los nimero de Ja forma »
con n€Z y Ia ley | la multiplicacién.
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La aplicacién f(n)=2" es biyectiva (31), y como
fln+n)=2m7 =272" = f(n)-f(n'),

fin) es un isomorfismo de Z sobre B o, lo que es lo mismo,
Ios conjuntos Z y B son isomorfismos con respecto a las
leyes 4y -, para 1a aplicacién f.

2. S junto R+ de los ntimeros reales positivos
ylaley « i multiphcaciéu, B ¢l conjunto R de los nimeros
reales y 1 ley 1 la suma, 3, inalmente, (()=logx 1a apl-
Cacicn biyectira que transforma RS

Ahora bien, como

fx+y)=log (x-y)=log x + log y=fx) + f(y)

La logaritmacién es un isomorfismo de R* sobre R o, Io

que es lo mismo, los conjuntos R* y R son isomorfos con

respecto a las leyes « y +, p a 1n eplicacién 1og,
nflogaments s deduce que los conjuntos R y R son

isomorfos para las leyes:

) Divisién y resta para la aplicacién log.

b) Elevacién a la potencia a y multiplicar por «, para la
aplicacién log.

) Extraccién de la rafz n-ésima y dividir por n, para la
aplicacién log.

3. Sea 4 el conjunto Z de los enteros relativos y la ley «
la suma, B el conjunto de los nimeros enteros pares rela-
tivos, y la ley L la suma (también) y, finalmente, f(n)=2n la
aplicacion biyectiva que transtorma

Ahora bien, como

fn+ 1) =2(n + n) =2n + 20 =f(n) + ().
La aplicacién f(n) es un isomorfismo de Z sobre B o, lo que

es lo mismo, los conjuntos Z y B son isomorfos con respecto
a las leyes + y +, para la aplicacién f(n)=2n.

Aplicacién. Si los conjuntos 4 y B son isomorfos con res-
pecto a las operaciones + y 1, para la aplicacién f, es decir, si:

fx « y)=1Gx) L f(u)
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0 bien
Fl0)=LfG).

) Podemos sustituir la operacién x+y de A por las operacio-
nes siguientes:

1° Hallamos x'=f(x) e y'=f(y) de B.
2° Efectuamos la operacién
@) Lig)=2

3° Hallamos

Esta forma indirecta de calcular x+y serd ventajosa cuando
e fy) y @)

sean ficiles de calcular y la operacin L de B sea mis simple
que la + de 4. Asi se procede, por cjemplo, para calcular expresio-
nes monomias por logaritmos.

Ejemplo:

Sea A el conjunto de los mimeros reales positivos R*,

+ la_multiplicacién, B el conjunto R, L la suma y, final-
mente, ft2)=log x.

alcular el producto x.y resulta_prictico, especial-

mente cuando los factores Heuen piichas sibes proceder asi:

L Hallar #'<logx ¢ y/=logy.
2° Hallar logz-+logy
3¢ Hallar x-y=f-(z)=antilog 2.

b) Podemos sustituir la operacién x de A por las operacio-
nes siguientes:

1 Hallamos ¥ =f(x) de B.
2 Efectuamos la operacién Lf(x)=z"
32 Hallamos +x={-}z).
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Ejemplo:

A el conjunto RY, + la elevacion a la potencia a
(siendo o un mimero fijo); B el conjunto R, L la multi-
plicacién por el nimero fijo @ y, finalmente, f(z)=logx.
Para_calcular la_potencia x* resulta no sglo prictico, sino
a veces el tnico camino (como ocurre, por cjemplo, para
calcular 0,9434), proceder asi:

1° Hallar #=log.
20 Hallar a-log
30 Hallar #2=fz).

IIL Si los conjuntos A y B son isomorfos con respecto a las
leyes de composicién + y 1 para la aplicacién biyectiva f, y

Ex,9,2, ..; )=F(x,9,7,...; +)

es una igualdad cuyos miembros estdn compuestos por elementos
de A relacionados por la ley «; aplicando f, tendremos:

MEG,y, 2,5 N =MF Gy, 2, ..cp; #)]

Ahora bien, como 4 y B son isomorfos, se tendrd:

ETf(x), fy), f(z), ...; L]=F ), f(y), {z),

1

es decir:

1. Toda igualdad, cuyos miembros estén compuestos, segin la
ley v, por elementos de A, implica otra igualdad en B, andloga-
mente formada por las imdgenes de los elementos de A, pero
relacionadas segiin la ley L.

Asf, por ejemplo:

(xeg)az=xa(ysz) = [f(x) L)) L1(z)=

=f®) L{fty) Lfz)]
ray=yux = () Lf9)=f@) L)
xre=x => f(x) Lfle)=/(x)
lex=e = flx~) Lfx)=f(e)
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Por tanto:

2. Toda propiedad de la ley + (asociativa, conmutativa, elemen-
10 neutro, inverso) en A, lo es también de la ley 1 en B.

De esta dltima conclusién, y teniendo en cuenta la_definicién
dada en 1, podemos concluir que los conjuntos A y B tienen igual
estructura algebraica, luego:

Si dos conjuntos A y B son isomorfos, con respecto a las leyes
de composicion + y L para la aplicacion biyectiva f, dichos con-
juntos tienen igual estructura algebraica.

IV. Més general: Si los conjuntos A y B son isomorfos con
respecto a los sistemas de igual nimero de leyes de composicién
4L .y T, A, .. para la aplicacién biyectiva f, y

o do

E(x,y2, =F( Y, 2,005 0 L)

es una igualdad cuyos miembros estén compuestos por elementos
de A relacionados por las leyes +, L, .., aplicando f, tendremos:

flEG, Y, 2, .5 L, I=E®, Y, 2,

Atora bien, como 4 y B son isomorfos, se tendrd:

ETf@), f) f2), -..: T A, . 1=F[f(x), f@). f(z),

es decir:

Toda igualdad cuyos miembros estén compuestos por elementos
de A relacionados segin sus leyes, implica otra igualdad en B, and-
logamente formada por las imdgenes de los elementos de A, pero
relacionadas segin las leyes de B.

Ejemplo:

!
W= T = e

logy
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CONSECUENCIA. Procediendo en forma andloga a como se hizo
en 11, se deduce ficilmente que:

Si dos conjuntos A y B son isomorfos con respecto a los siste-
mas de igual niimero de leyes de composicion s, 1 ... y T, A, ..., para
la aplicacion biyectiva f, dichos conjuntos tienen igual estructura
algebraica.

49. Algebra de las partes del conjunto universal

Si U es el conjunto universal y P(U) el conjunto de las partes
de U (6), llamaremos estructura algebraica de P(U) a cualquier
estructura que posea al menos una ley de composicién; en cambio,
toda estructura de P(U) que posea al menos dos leyes de compo-
sicién se llama dlgebra.

Las leyes de composicién N y U otorgan, pues, al conjunto
P(U) 1a jerarquia de dlgebra.

Algebra de Boole. Se llama digebra de Boole a toda estruc-
tura que posea las leyes N, Uy * (complementacién), relacionadas
entre si por los axiomas siguientes:
1* (ANB)NC=-ANEBNO.
(AUB)UC=AUBUO).
2° ANB=BNA, AUB=BUA Conmutatividad.
30 ANBUO=ANBUUNC),
AUBNO=(AUB)N(4UC).

Asociatividad.

Distributividad.

4° AN(AUB)=4, AUANB)=A. Absorcién.
50 ANA=A, AUA=A. Idempotencia.
6° (ANBY=A'UB, (AUB/=A'NB Dualidad.
7.0 ANA=0, AUL=U. Complementariedad.

Como al conjunto P(U) se le puede dotar de las leyes M, U'y * y los
subconjuntos pertenecientes a €, verifican las relaciones 1° a 7.*
anteriores (10,, 11, 12. y 13); Ja estructura que determina dichas
leyes y propiedades es un 4lgebra de Boole.
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50. Estructura de grupo
Se dice que un conjunto no vacio, G, dotado de una ley inter-
na «, tiene estructura de grupo, si dicha ley posee las propiedades
siguientes:
L (V(y:  xey€GC Clausura.
20 (VD(VY(VD: (ery)sz=zslysz)  Asociativa.
30 (Yn@e:
40 (VR @Ex):

sx=x Existencia de neutro.

x-lax=e Existencia de simétrico.

Si, ademis, la ley + es conmutativa, es decir, si:

50 (VXO(Vy):  xey=yex Conmutativa.

se dice que el grupo es conmutativo o abeliano. Las propiedades
anteriores son los axiomas del grupo.

Ejemplos:
@) Si € es el conjunto de los enteros relativos Z y la ley
di

m(:ma establecida es la adicién, ésta_confiere al con-
into Z estructura de grupo conmutativo.

=

La multiplicacién confiere al conjunto de los nimeros
racionales no nulos estructura de grupo conmutativo.

En cambio, la suma no confiere estructura de grupo
al conjunto N* de los enteros posit esto que no
se cumplen las propiedades 3.y 4."

Isomorfismo. Sean G y €' dos conjuntos isomorfos con res-
pecto a las leyes + y L para la aplicacién

Si la ley « confiere a G estructura de grupo, la ley 1 también
otorga estructura de grupo al conjunto €' (48.111.2).

PROPIEDADES DE LOS GRUPOS:

12 El elemento neutro es unico (43. Teorema 2).
2 El elemento simétrico es iinico (44. Teorema 1).
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3. Todos los elementos de un grupo son regulares (44. Teo-
rema 3).

42 Las ecuaciones

asx=b e ysc=d

admiten solucidn tinica.

En efecto:

asx=b<>a'v(@sx)=a"eb <> @ ra)rx=
=atsb<=>x=a'xb

yre=d<>(rc)rci=dect <> yslcrc)=

Nomenelatura. L Si la ley de composicién se representa por »,
o por ausencia de signo, el grupo se llama multiplicativo.

El elemento compuesto por dos elementos de G es su producto
y los elementos son los factores.

El clemento neutro es la unidad del grupo y se representa por
uno de los signos e, 1, 1

El elemento s.memco de un clemento dado ¥ es su inverso
¥ se representa por

El producto de n S e representa por .

Las soluciones de las ecuaciones

ax=b ¢ yc=d
se representan, respectivamente, por:
x=atb e y=dic

Si el grupo es abeliano, se representan por:

IL Sila ley se representa por +, el grupo se llama aditivo.
El compuesto por dos elementos es la suma y los elementos los
sumandos.
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El elemento neutro es el cero y se representa por 0.
El simétrico de un elemento x es su opuesto y se representa
por —x.
La suma de n sumandos x se representa por n-x.
Las soluciones de las ecuaciones
atx=b e yro=d
se representan por
x=b-a e y=d-c
En particular, las soluciones de las ecuaciones
a+x=0 e y+e=0
son:
x=-a e y=-c
Propiedad involutiva. El opuesto del opuesto de un elemento
es éste, es decir:
—(-x)=x
En efecto:
(=) + [~ (=] =0 = x+(-x)+ [~
= 0+[~(-0)] =240 = —(-x)=x.
Observacion. La ley aditiva + estd reservada exclusivamente
a ciertos grupos conmutativos.
Subgrupos. Si una parte G’ de un grupo G es a su vez un
grupo con respecto a la misma ley, se dice que G' es un sub-
grupo de G.

51. Estructura de a

Si a un grupo abeliano 4, que llamaremos aditivo, le dotamos
de una segunda ley, llamada multiplicacién, que es cerrada, asocia-
tiva y distributiva con respecto a la primera, diremos que al
conjunto A le hemos conferido estructura de anillo.

Es decir, el conjunto A tiene estructura de anillo si esti dotado
de las leyes intemas + y -, y éstas poseen las propiedades si-
guientes:

Axiomas de I a
1P (V0)(Vy: x+y€A Clausura.
20 (VVp(V2):  (xty+z=x+ly+2) Asociatividad.
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30 (Y)(30): x+0=0+x=x Existencia de cero.
40 (Vx)(3 -2): x+(-x)=(-2)+x=0 Existencia de opuesto.
50 (V) (Vy): x+y=y+x Conmutatividad.

Axiomas de la multiplic:
1* (YO(Vy: xy€A Clausura.
2 (VHVHV2:  (ry)z=v(-2) Asociatividad.

Axiomas que relacionan las dos leyes
10 V(9 (V2):  xey+D)=xy+zz
20 (V)Y V2:  (y+2)
Puede suceder que la multiplicacién verifique uno o los dos
axiomas siguientes:

Distributividad.

—yx iz

Otros axiomas de la multiplicacin

30 (VH@ED:  xl=la=x Existencia de unidad.

40 (VR(Wg): xy=yx Conmutatividad.

Si se verifica ¢l 3. (ademds de los anteriores), 4 es un anillo
unitario.

Si el que se verifica es el 4, el anillo es conmutativo.

Finalmente, si se verifican el 3.2 y el 49, el anillo es wnitario
y conmutativo.

Ejemplos:
@) El conjunto de los nimeros relativos Z es un anillo
unitario conmutativo.
Obsérvese que sus elementos (salvo 1y —1) carecen
de inverso.
El conjunto de los nimeros pares es un anillo conmu-
tativo.

-4

Obsérvese que no es unitario, pues no existe ningiin
nimero par que multiplicado por x dé como producto el
propio x.
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) En el capitulo siguiente veremos cémo el conjunto de
las matrices cuadradas es un anillo unitario, pero no
conmutativo.

Propiedades. Como el conjunto 4, por ser anillo, ha de tener
estructura de grupo abeliano para la suma, todas las propiedades
de los grupos subsistirén en los anillos, y por supuesto que tendrd
otras especificas de los anillos.
1 Para todo x € 4, se tien

m x:0=0

En efecto, por el tercer axioma de la adicién, para cualquier
YyE 4, se tiene:

yH0=y = x(y+0)=x-y

de donde (distributividad y existencia de neutro):

Y+ 2 0=xy =2y +0 => Xy + 2. y+0
Simplificando (44, Teorema 3), tenemos, como se queria probar:
2.0=0.
Anilogamente s demuestra que:
) 0:x=0

2° Para todo x e y pertenecientes a A, se tiene:

® (=2)y=-(x-p)
En efecto:
(- =[-0)+ =( =0,
de donde:
(=2)-y=—(x-3)
Anlogamente se demuestra que:
@ xo(=y)=~(x-y)

Si aplicamos sucesivamente (3) y (4), tenemos:

(=20)(=p)= ~[x-(-Y)= - [~ x-P]=x-y,
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es decir:
) (=2)(~p)=xy.

Esta segunda propiedad nos prueba la validez de la regla de los
signos en los anillos.

52, Anillo de integridad

Un anillo 4 es siempre simplificable para la adicién (50. 3. pro-
piedad). En cambio, la ley de la simplificacién no siempre serd
vilida para la multiplicacién, es decir: la igualdad x-z=y-z no
necesariamente implica x=y.

Se impone, pues, estudiar bajo qué condiciones es licita la ley
de la simplificacién para la multiplicacién.

Teorema. En un anillo A, el producto de dos clementos dis-
tintos de cero es distinto de cero si, y s6lo si, la ley de simplifica-
cidn para la multiplicacidn es vdlida sobre dicho anillo.

Directo: Vamos a demostrar que si el producto de dos clemen-
tos diferentes de cero es distinto de cero, el anillo es simplificable
para la multiplicacién.

En efecto, si

x7#0, y#0 y xy#0
y partimos de la igualdad x-2=y-z con 250, se tiene:
xizmyez = xez-yz=0 = (@-y)z=0
¥ como 270, tendré que ser:
2-y=0 => x=y
Anlogamente se puede demostrar que
zex=zy = 2=y

¥ que, por tanto, el anillo es simplificable para la multiplicacién.
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ConTRARIO: Vamos a demostrar ahora que si el producto de
dos elementos diferentes de cero es nulo, el anillo no es simplifi-
cable para la multiplicacion.

En efecto, si

y#0, z#0 e yz=0
siendo x un clemento cualquiera de A, se tendré:
rez=reziyz=(rig)s = xi=@i)z

Ahora bien, si A fuera simplificable para la multiplicacion se
tendria:

x=xty = y=0

1o cual es absurdo, pues va en contra de Ja hipétesis.

Se llama anillo de integridad a todo anillo conmutativo que
sea simplificable para la multiplicacion.

En cambio, se llama dominio de integridad a todo anillo de
integridad cuya multiplicacién tenga elemento neutro (unidad).

En los anillos que no son de integridad existen ciertos clemen-
tos distintos de cero, cuyo producto es nulo; se les llama divisores
de cero.

Finalmente, se llama subanillo del anillo A a todo subconjunto
de A que a su vez es un anillo con respecto a las mismas leyes.

Asi, por cjemplo, ¢l conjunto de los enteros pares de Z es un
subanillo de Z.

Mis general, el conjunto de los miltiplos de un entero x es
un subanillo de Z.

53. Estructura de cuerpo

Se llama cuerpo conmutativo a todo anillo K cuyos elementos
1o nulos forman un grupo abeliano con respecto a la multiplicacién.

Es decir, el conjunto K tiene estructura de cuerpo conmutativo
si dicho conjunto estd dotado de las leyes internas + y +, ¥ éstas
poseen las propiedades siguientes:
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Axiomas de la adicién

1 (Vo(Vy: x+y€EK Clausura.
20 (V)Y Grp+z=x+y+2) Asociatividad.
30 (VR(Vy:  xty=y+x Conmutatividad.
40 (V0@ x+0=04+x=x Existencia de cero.

50 (V2)(3 =x): x+(-1)=(-2)+x=0 Existencia de opuesto.

Axiomas de la multiplicacién

10 (Y9(Wy: xyEK Clausura.
20 VOV (ey)z=v-y2) Asociatividad.
30 Wy xy=yx Conmutatividad.
40 (¥V0@AD: wl=la=z Existencia de unidad,

50 (Vgx£0)@x: xex” =1 Existencia de inverso.

Axioma que relaciona las dos leyes

e
: Distributividad.
WAWD W e istributivida

Si €l conjunto K posee todas las propiedades anteriores, salvo
la conmutatividad con respecto a la multiplicacién, diremos sim-
plemente que K tiene estructura de cuerpo.

Ejemplos:

Tienen estructura de cuerpo conmutativo:
@) El conjunto @ de los mimeros racionales.
) El conjunto R de los nimeros reales.
¢) El conjunto C de los mimeros complejos.
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Propiedades. Siendo un cuerpo un caso particular de anillo,
aquél tendré todas las propiedades de éste y otras nuevas que
serdn las especificas de los cuerpos.

1° La ley de la simplificacion para la multiplicacion es vdlida
para los elementos distintos de cero (4. Teorema 3).
20 Si a0, la ecuacion ax=b admite solucidn nica.

La solucién z=a-'-b=b-a"' (50. 4* propiedad), que también

se escribe en la forma -2, se llama cociente o razén de los elemen-
tsbya N

Aunque los cuerpos tienen otras propiedades, como son las de
igualdad, suma, producto y cociente de razones, las omitimos por
razones de brevedad y porque, ademds, suponemos al lector fami-
liarizado con llas.

Subeuerpo. Se llama subcuerpo del cuerpo K a todo subcon-
junto de éste, que a su vez es un cuerpo con respecto a las mismas
leyes.

54. Estructura de espacio vector

Sea E={F, ¥, ¥, ...} un conjunto con estructura de grupo
aditivo abeliano, sobre el que supondremos se ha definido una
igualdad, y @ f, 7 ..} otro conjunto (dominio de operado-
res) con Siumes cuerpo.

Si dotamos al conjunto E de una ley de composicién externa
que haga corresponder a cada par (@, ¥) un elemento bien deter-
minado de E, elemento que designaremos con la notacién a-¥,
diremos que al conjunto E se le ha conferido una estructura de
espacio vectorial, o para ser mds precisos, que el conjunto E es
un espacio vectorial sobre el cuerpo

A los elementos de E se les llama vectores.

Los grupos e axiomas siguientes confieren, pues, al conjunto E,
estructura de espacio vectorial sobre
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Axiomas de la igualdad

1 V¥V, VEE: V=¥ Reflexiva.
2¢ VeV = V=¥ Simétrica.
30 V=V y V=V = V=V" Transitiva.
Axiomas de grupo aditivo abeliano de E
1 (VP P): V4V EE Clausura.
20 (V)W) (YP7): (F+P)+P"=F + (¥4 ") Asociatividad.
30 (W) (W) VAV=V' sV Conmutatividad.
45 (YPX30): ¥+0=0+V=V Existencia de neutro.

50 (VW) @-F): V+(-V)=

~¥)+¥=0 Existencia de opuesto.

Axiomas de cuerpo de K

Los indicados en 53.

Axiomas de la ley externa

(Va)(¥P): aVEE Clausura.
20 (Ya) (VP) (VW) -V +¥)=a-V iV’
32 (Ya) (VB) (VW): (a+p)-F=a-V+B-V

45 (Ya) (VB) (VW): (a-B)-¥=c-(B-¥)=P-(a-¥) Asociatividad.
55 (W) LV=V El elemento unidad de K es neutro.

Distributividad.

Ejemplos:

@) Si en el conjunto E de los vectores de un plano se da
la definicién de igualdad de vectores y se dota a dicho
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conjunto de una ley e composicién interna aditiva abe-
liana, y K es el cuerpo de los mimeros reales, y, final-
mente, proveemos al conjunto E de una ley de compo-
sicién externa, concretamente smultiplicacién por un
escalar

El conjunto E ha quedado estructurado como un es-
pacio vectorial sobre el cuerpo R de los mimeros reales.

-4

El conjunto E de los polinomios es un espacio vectorial
sobre el cuerpo R de los mimeros reales. En este caso,
fa definicién de igualdad en E ¢ la conocida definicion

de identidad de polinomios; la ley interna es la adicin
y la externa la multiplicacién por una constante toma-

¢) Si fuera E=K, podriamos tomar el cuerpo K como un
espacio vectoral sobre s mismo. La defincidn de igual
dad serfa la correspondiente a_ley interna seria
la adicién y la externa la multiplicacion.

Propiedades. Para todo ¥ € E se tiene:

1 0.¥=-0
En efecto:

AV =Q+0)F =XV £0-F = AV +0=A-F+0-¥ =>0-¥ =0
Para todo A€ K, se tiene:

28 r0=0
En efecto:
AV=A(F+0)=AF +X:0=> LV +0=A-F + 1.0 =>1.0=0.

Recfprocamente, la relacién

implica uno de estos tres casos: @) =0y ¥=0; b) A0, V=0,
y o) ¥#0, A=0.
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El que siendo A0 y ¥ 0 pueda darse A-F=0 es im-
posible, como lo prueba la propiedad siguiente:

Si A7%0 y P70, tendrd que ser:
4 LV 0.
En efecto, si fuera:

AF =0 => A (\F)=A10 = W10V =0 =
=1.¥=0 = V=0,

en contra de la hiptesis.

Para todo A€ K, se tiene:

58 (=0)-F=-(-P)
En efecto:

(=N 4NV =[(~N+AF =0-F =0 = (~N)-F +\-¥ =0,
de donde:

(=NF=-(-P)

Para todo ¥ €E, se tiene:

6 M(-P)=-(-P)
En efecto:

APV =M~ P)+¥]=0-0 = A(~P) £ \-¥ =0,
de donde:

M=P)=-0P)
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70 (=N(=F)=\-F.
En efecto:

(=X)-(=P)=~[A(~P)]= =[- D] =\-F.

55. Espacio vectorial de sucesiones finitas

Sea K un cuerpo cualquiera, por cjemplo, el conjunto R de los
ntimeros reales, y E=K?, el conjunto formado por todas las suce-
siones ordenadas de n elementos cualesquiera tomados de K serd,
pues:

V=l ..

Los nimeros x, %, ..., %, son las componentes o coordenadas
candnicas del vector V.
1. Diremos que dos vectores

V=(x, %

son iguales si, y s6lo si,

2. Suma de dos vectores ¥ y V" es el vector
W =24+ X 224 X o Tt )
Expresaremos que el vector W es suma de los vectores ¥ y ¥’
en la forma habitual
W=V+V'
Es inmediato que la operaci6n suma as{ definida es cerrada, con-

mutativa, asociativa, admite como neutro el 0=(0,0, ..., 0) y que cada
vector ¥'=(x, %, ., %) admite un opuesto ~ ' .

3. La ley externa la definimos asi: Producto del escalar A
por el vector ¥=(x,%,....,) es el vector:

A¥ =(hezy ety ooy o)
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Fcil es probar que la ley asi definida verifica los axiomas de
la ley externa.
puesto que se cumplen todos los axiomas de los espacios

Vectoriales, podemos concluir que K* es un espacio vectorial so-
bre K, o bien que el conjunto K" cs ¢l espacio de los vectores de
orden n sobre el cuerpo K.

Finalmente, diremos que K" es un espacio vectorial n-dimensio-
nal sobre el cuerpo K.

Representacion grifica de K% L Si n=2, se prefiere en
este caso, representar las coordenadas de ¥ con x e y, es decir:
V=(xy).

Supuesto trazado en un plano un sistema cartesiano rectangular,
adoptaremos como representacién gréfica del vector ¥=(x,2) a

todo segmento orientado AB cuya proyeccion ortogonal sobre el
efe X sea , y cuya proyeccion ortogonal sobre el eje ¥ sea y.

Con la palabra «vectors designaremos indistintamente la pﬂxeja
ordenada de nimeros (x,3), o bien cada segmento o AB
cuyas proyecciones ortogonales sobre los ejes X ¢ ¥ sean x e 4,
respectivamente.
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Es inmediato que cada vector (x,3) tiene como representacién
grifica infinitos vectores AB, CD, ... equipolentes * entre si.

Ejemplos:

El vector P=(2,3) tiene, como sabemos, intinitas repre-

senaciones gricas; pero ¢s obvio que la_ més simple es
o vector 04 a origen el origen de coorde-
nadas y cuyas proyeecioncs ortogonales sobre 105 cjes X e ¥
vale respectivamente, o lo que es lo mismo, las
et e o vectot aon

YA

Obsérvese que: V 2,0) es el vector OA;; V2=(0,
el vector O4;; €,=(1,0) ¢ ¢l vector OF, y, finalmente, que
=(0,1) es el vector OE;.

En el espacio bidimensional K? a los vectores e;=(1,0) y e=(0, 1)
se les llama vectores unidad.

Un espacio vectorial bidimensional tiene, pues, dos vectores
unidad.

* Vectores equipolentes son los que tienen igual direccion, longitud
¥ sentido.
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El vector nulo es el 0=(0,0); por tanto, el vector nulo tiene
como representacién grifica cualquier punto del plano y, en par-
ticular, el origen de coordenadas.

Isomorfismo en K. El conjunto K* de todos los vectores (nu-
méricos) es isomorfo con respecto al conjunto K? de todos los vec-
tores (geométricos) del plano.

Vectores libres. Como la equipolencia de vectores es una re-
lacién de equivalencia (24), esta relacién nos permite clasificar el
conjunto K? en clases de equivalencia (25). Para ello, si ¥, V' ¥,
es un conjunto completo de vectores de K2, dos a dos no equiva-
lentes (equipolentes), el conjunto cociente (26).

K

R <), cv), Cv’

donde R es el simbolo que empleamos para representar la equi-
polencia, nos clasifica efectivamente el conjunto de vectores K?,
en subconjuntos o clases tales que todos los infinitos vectores que
forman una cualquiera de esas clases son equipolentes entre i.

2

Una cualquiera C(¥), de las clases del conjunto cociente ——

se llama vector libre. El conjunto K? contendrd, pues, tantos vec-
tores libres como clases contiene el conjunto cociente.

Conviene insistir en que un vector libre no es un vector, sino un
conjunto de infinitos vectores, todos equipolentes entre i, y que,
por tanto, cada vector de un vector libre es solamente un represen-
tante de éste. Un vector libre tiene, pues, infinitos representantes,
a cada uno de los cuales se le llama simplemente vector del vector
libre.

IL Si n=3, se conviene en representar las coordenadas de ¥
con x, 9, 7, es decir:

V=(x4.2).

i suponemos atiors trazado en el espa:m mdlmenslonnl un
sistema cartesiano tar
grifica del vector ¥'=(x,y, z! a todo segmento orentado AB cuyas
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proyecciones ortogonales sobre los ejes X, ¥, Z sean %, y, 7, res-
pectivamente.

La palabra evectors designard indistintamente la terna ordenada
de niimeros (x, y, 2), o bien cada segmento orientado AB cuyas
proyecciones ortogonales sobre los ejes X, ¥, Z sean x, y, z, res-
pectivamente.

Cada vector 3,7) tiene como representacion gréfica el
vector AB, y los infinitos vectores que son equipolentes a él.

Isomorfismo en K. El conjunto K* de todos los vectores
(ternas numéricas) es isomorfo con respecto al conjunto K de
todos los vectores del espacio tridimensional.

Veetores libres. Anloga definicion a la dada en K.

Ejemplos 1:

i 04 es el vector, del vector libre ¥'=(3, 2, 4), cuyo
ungen coincide con el origen de coordenadas, as coordena:
extremo A del vector serin
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3, 0, 0) es el vector OAy; ¥,
(0, 0, 4) es el vector 04;; e
0, 1, 0) es el vector OF; y &;=(0, 0, 1)

Obsérvese que ¥
es el vector Odz; ¥y
es el vector O
es el vector OE;.

z
A

s

3

38

L bk

v/ E A X

L6

En el espacio tridimensional K, a los vectores e, € y e se
les llama vectores unidad.

El vector nulo es el 0=(0, 0, 0); por tanto, el vector nulo
tiene como representacién grafica cualquier punto del espacio ,
en particular, el origen de coordenadas.

En general, los vectores unidad de un espacio vectorial n-dimen-
sional K, sobre el cuerpo K de los mimeros reales (K=R), son:

El vector nulo es:
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Ejemplos 2:
Dados los vectores

V=3,-2,5; V¥

-523) y ¥'=(43,-2)
se pide:

10 V-V

20 -3.7.

30 2V -4V +5.P"

47 El opuesto de V.

5° El vector que sumado con ¥’ da el vector nulo.

Resolucidn:
1 V-V'+P'=0, -2, 5)-(-52 3)+@4 3, -2

+5+44, —2-243, 5-3-2)=(12, -1, 0).
20 3.6, -2,5)=(-9,6, ~15).

-G, -2, 5)-4(=5, 2, I+
. —4, 10-(-20, 8 12)+
420420, ~4-8+15,10-12-10)=

45 El opuesto de (3, ~2,5) es (3,2, —5).
5° El vector pedido (x,y,2) deberd verificar la relacién:
(= %,2)+(~52,3)=(0,0,0);

o sea:
(x=5,y+2,2+3)=(0.0,0)

y como la igualdad de estos tltimos vectores implica:
2-5-0, y+2=0, z+3=0,
tendrd que ser:
¥=5, y=-2. z=-3.

El vector pedido es, pues, (5, ~2, —3); 0 sea, el opues-
to de V.
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de matrices unicolumnas

56. Espacio vector
Siendo indiferente escribir las coordenadas de un vector de K"
horizontal o verticalmente, es decir, en una de las formas:
P
=

o .

(2 7%

£

cuando interese distinguir una de la otra forma de escribir los
elementos del vector, los designaremos como vector fila o vector
columna, respectivamente.

Al vector columna, por razones que veremos en el préximo
capitulo, se le llama preferiblemente matriz unicolumna, y al es-
pacio vectorial correspondiente espacio vectorial de matrices uni-
columnas.

Este espacio, cuyos clementos son matrices unicolumnas, se
suele representar con la notacién M.

Si K es un cuerpo, por ejemplo el cuerpo R de los nimeros
reales, el espacio vectorial M" sobre el cuerpo K queda estructura-
do, al igual que K", en la forma siguiente:

1 n x4

si, y s6lo si,

i pana

2. La suma viene definida por la igualdad:
x * T
x £ 7

x, ., Xuk ¥y
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3. La multiplicacién de un escalar A por una matriz viene dada
por Ia igualdad:

x Aex

= Aem
alet=t o

% Aoz,

57. Producto de espacios vectoriales

Vamos a tratar ahora de construir nuevos espacios vectoriales
a partir de espacios vectoriales dados.

L si

E =W,V V.} v E={VViV.}

son dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, podemos
formar un nuevo espacio vectorial & sobre el cuerpo K, en la
forma siguiente:

Sea €=E,xE; ¢l producto cartesiano formado por todos los
pares posibles (,, ¥, con ¥, EE, y V;€E; y K el cuerpo co-
min dado.

1. Diremos que dos pares de &, (¥, ¥2) y (V, V), son iguales
si, y sélo

y V=V
2. La suma de (¥, %) y (7, ¥y)-viene definida por la igual-
dad siguiente:
WV + (V1 V)=V 4 V1, Vot V)
Es inmediato comprobar que, de esta forma, al conjunto & se
le ha conferido estructura de grupo aditivo abeliano.

3. Finalmente, la ley externa la definimos mediante la igualdad

(P V) =(\Fy, A-F)
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También se demuestra ficilmente que la ley externa asi defi-
nida verifica los axiomas correspondientes.

El conjunto &=E;xE; es, pues, un espacio vectorial sobre el
cuerpo K.

1. SiE, Ey ...y E, es un ntmero finito de espacios vecto-
riales sobre un mismo cuerpo K, se puede formar un nuevo espacio
vectorial € sobre el cuerpo K en la forma siguiente:

Sea €=E xEyx ... xE,, ¢l producto cartesiano formado por las
sucesiones (¥, P ..., V), obtenidas tomando de todas las formas
posibles un vector de cada uno de los m espacios vectoriales, 0 sea:
& est formado por todas las sucesiones posibles

AT ]
donde

V,CE, V,CEy, ..., V.CE,

LV Py oy V)=V, Vo, oy W) sy y sl si

=12,

Vi=V/ para

2. La suma viene dada por:

Vo Vay oo V) + (V1 W,
=V + Vi, Vot Vi,

VsV

3. El producto de un escalar A por un vector de & viene dado
por:
AP Voo V) =W AV o AoV

El conjunto €=E;x Eyx...
sobre el cuerpo K.

Si, en particular, E,= E,~K, donde K es, por ejem-
plo, ¢l cuerpo R de los nimeros reales, los vectores del espacio
Vectorial producto serdn sucesiones ordenadas (ki % -y Tn) de
niimeros reales y, por tanto, dicho espacio vectorial no serd otro
que ¢l definido en 55, esto es, K™

«E,, s, pues, un espacio vectorial
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Subespacio vectorial. Si E es un espacio vectorial sobre un
cuerpo K y E' es un subconjunto de E, que a su vez es un espacio
vectorial sobre K, diremos que E' es un subespacio vectorial
de E, o variedad lineal de E.

Ejemplo:

El conjunto de vectores de E=K* (K=R), que tienen la
tercera coordenada nala, & séa, €l conjuato ds. vectores de
K* de 1a forma (x, y, 0) es un subespacio vectorial 0 v
Jineal de K1 concretamente, el espacio vectoral de Jos vec:
tores de K* que son paralelos al plano XY sobre el cuerpo K
de los nimeros reales.

Subespacio engendrado por clementos de E. Si E es un
espacio vectorial sobre un cuerpo K, que es, por ejemplo, el con-
junto R de los nimeros reales; {Vy, Vs ..., ¥,} un sistema dado
de vectores de E y {Ay Ay ..., A,} un sistema de nimeros arbitra-
rios de K, vamos a demostrar que el conjunto de vectores de E de
la forma:

w S A
puede estructurarse como un subespacio vettorial de E.
En efecto:

1. Diremos que dos vectores de E'
[N AW A
VMVt N Vot 4NV,
son iguales si, y s6lo si,

N=N para

2. Suma de dos vectores ¥ y " es el vector:

W=+ M) Vi M+ M) Pt oot (A, 40,0 ¥,
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Es inmediato que la operacién suma asi definida es asociativa, con-
‘mutativa, admite como elemento neutro el vector

0=0-¥,+0-F4 .. +0-¥,
como opuesto de cada vector (1), el
N N I

3. La ley externa la definiremos asi: Producto del escalar A

por el vector (1), es el vector:
AV =AM+ AN Fat o+ AN) P,y

Ficil es probar que la ley asf definida verifica los axiomas de la
ley externa. Como las tres definiciones anteriores confieren estruc-

tura de espacio vectorial a E' y como, ademds, E'C E queda defi-
nitivamente demostrado que E' es una variedad lineal de

Vector combinacién lineal de otros. s, E es un espacio vec-
torial sobre un cuerpo K y (Vi Vs ... ¥} es un sistema de
vectores de E, diremos que el vector

V=

BRI TR

donde un sistema cualquiera de vllures de K, es
una combmacrdn Imenl del sistema de vectores d:

58. Dependencia e independencia lineal

Si K" es un espacio vectorial sobre un cuerpo K (K=R), dire-
mos que los vectores ¥,, Vi, ..., ¥, son linealmente dependientes
si existe un sistema de nimeros de K, no todos nulos, Ay Ay ... Ay
tales que:

MVt Pkt hyeV,=0

En cambio, si no existe ningin sistema de p mimeros de K,
no todos nulos, que verifiquen la relacién anterior, se dice que los
vectores ¥y, ¥y ..., ¥, son linealmente independientes.
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Ejercicios:

@) Probar que los vectores (2,1,4), (3,5, - 12) y (- 19, - 20,16)
son linealmente dependientes.
Resolucion:

El problema se reduce a demostrar que existen 3 ni-
meros, no todos nulos, A, Ay Ay que verifican la re-
lacién

(2,1, 842043, 5, —12)+As+(~19, —20,16)=(0,0,0)

o sea:
(204 Ay 400+ BAg, 5, — 120) +(— 195, —20)s, 16A) =
=0,0,0)
de donde:
(201430 = 19, A+ 5A2 — 20A;, 4N, = 1242+ 16)3) =
=(0,0,0)

finalmente, la igualdad de los dos vectores implica:
4+ 30-190=0
0

4\ =120+ 160 =0

Resuelto el sistema, tenemos: A =5), A=3A y A=A,
donde A es un pardmetro real cualquiera. En particular,

el S e Bl v dependientes.

b) Probar que los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) son
linealmente independientes.

Resolucion:
En efecto, la igualdad
Aie(1,0,0)+A2+(0, 1, 0) + A,(0, 0, 1)=(0, 0, 0)

implica
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En general, en un espacio vectorial n-dimensional K, los vec-
tores unidad

10,705 @=(0,1,0,7,0); ...; &=(0,0,7,0,1)

son linealmente independientes.

59. Bases de un espacio vectorial

Sea K" un espacio vectorial n-dimensional sobre un cuerpo K
(K=R), y supongamos que ¥, =(x/' 4, ..., x,); Va=(xf, 37,

V=G 2", .., %) son n vectores linealmente independientes
del espacio vectorial dado.

En las anteriores hipétesis se demuestra (nosotros lo admitimos)
que: todo el espacio vectorial K" puede ser engendrado por el
sistema de vectores lincalmente independients ¥i, ¥, ..., ¥ lo
cual equivale a decir que todo vector ¥ de K puede escribirse
como combinacién lineal del repetido sistema de vectores.

Se demuestra también (aquf lo admitiremos), que la forma de
expresar €l vector ¥ como combinacién lineal del sistema de vec-
tores dados es tnica.

Se llama base del espacio vectorial K* a todo sistema de vecto-
res linealmente independientes que nos permita engendrar K.

Se podria probar que todas las bases de un mismo. espacio
vectorial constan de igual nimero de vectores y que este nimero
comin es igual al de dimensiones de dicho espacio.

Como los n vectores unida

@=(1,0,7,0, &=0,1,0,7,0), ... e

son linealmente independientes, este sistema de vectores serd una
base de K=, se llama base natural o candnica.

Todo vector ¥ =(x, %y-..., %,) se puede poner ficilmente como
combinacién lineal e los vectores unidad, como lo pone de mani-
to la igualdad inmediata:

V=xietxpet. .+ e
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En el espacio geométrico ordinario de tres dimensiones, todo
vector ¥'=(x, y, ) viene dado por

V=x.e,+y-er+z-e;
Ejercicios:
@ Expresar el vector ¥'=(9, 4, 18) como combinaci6n lineal
de los vectores linealmente independientes
Vi=(4,2,5); ¥:=(-3,56) y ¥;=(2 -3, -2).
Resolucitn:
Nel,2,5) 4 A02(=3,5,6) 4 Ape(2, =3, ~2)=(9,4,18);
AN=30+ 20y, 20+ 5h- 3Ny, SA 60— 20)=(9, 4, 18);
A-I2h= 9

24450 -3N= 4
Shi+ 6h— 2=

Resuelto ¢l sistema, tenemos, para los pardmetros:
=2 N=3, =53

luego:
V=2.¥4+5V:45F;

b) Expresar el vector ¥=(3,2, ~5) como combinacién li-
neal de los vectores unidad:

=(1,0,

=0,1,0) y e=(0,01)
Resolucion:
Es inmediato que:
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Demostrar que la ley de composicién interna +, definida por
la igualdad

xey=riy-8
confiere estructura de grupo abeliano al conjunto Z de los
niimero enteros,
Solucidn:

Clausura:
xxy=2+y-8€Z

Asociativa:
(rey)rz=(r+y-8)rz=x+y-8+z-8=
—x+(y+z-8)-8=x+(ys2)
Elemento neutro:

xre=xie—8=r => e=38
exr=ertr-8=r = =3

Luego:
—e=8 = e=8.

Elementos simétricos:

Luego:

2 t=xt=16-x = x'=16-x

Conmutativa:

xey=xty-8=y+r—8—ysx
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©

La ley « ha conferido, pues, estructura de grupo abeliano al
conjunto Z de los nimeros enteros.

¢Las leyes de composicién interna definidas mediante las igual-
dades:

xay=x+y-8  rly=x+y-xy

confieren estructura de anillo al conjunto Z de los nimeros
enteros?
Solucién:

En virtud del ejercicio anterior, la ley « confiere estruc-
tura_de grupo abeliano al conjunto
or otra parte, la ley L es asociativa, pues, en efecto:
(ely)lz=(+y-m) Lz=x+y—sy+z-(x+y—r-y)z=
= t(y+z-y2) -2y +z-yD)=x L@y lo)
Veamos ahora s Ia ey L es distibutiva (por 1 fnquierda
y por la derecha) con respecto 2 la ley

Tliyes

Hly+z-8)-x(y+z-8
—xiy+z-8-xy-xz+8x=
=9r+y+z-xy-xz-8

En cambio:

(Ly) s (xL2)=(r+y-xy)+(x+2-32)-8=
“2riy+z-my-xz-8

Como los resultados son distintos, la ley L no es distributiva
por I iaguierds. con cespeto 3 1a ley », y, por tanto, 00 ce

ca la propiedad distributiva; luego fas leyes « y L no
confieren exructura de anillo a conjunto 2,

Se consideran las aplicaciones de R en R de la forma
)] f@)=ax+b siendo a0

Demostrar que la ley de composicién =, definida mediante la
igualda

fx) * @) =[f 0 @1(x)
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confiere estructura de grupo al conjunto

6 = {f(), ¢(a), ..}

de las aplicaciones de la forma (1),
Solucidn:
Clausura: Si fx)=ax+b y g(x)=mx+n, se tiene:
() + @(x) =If o ©I(x) = f(mx + n) =almx + n) + b=
=amx +(an+b) € G.
Asociativa: También se verifica (33.1).
Elemento neutro: Si Ix)=mx+n es la aplicacién neutra
por la derecha, deberd verificarse:
@)+ @) =f(x) => fil(x)]=f(x) => flmx+n)=
=f(x) => almz+n)+b=
—ax+b => amx+(an+b)=
—ax+b = m=1 y n=0=> L(x)=x.
Andlogamente, si L(x)=mx+b es la aplicacién neutra por la
izquierda, deberd verificarse:
L) « f(x)=(®) => BLlf)=fx) => Lax+b)=
=f(x) => mlax +b)+n=
=ax+b => max+(mb+n
—ax+b = m=1y n=0 => Lx)=x.

Luego:
L@ =h@®=x = [®)=x.
El elemento neutro de G es la aplicacion idéntica (31).

Elementos simétricos: Si fi-x)=mx+n es la aplicacién
simétrica por la derecha de f(x), deberd verificarse:

fx) « il @) =x = flfi- (D] =x => fmx+n)=

1
=z => almx+n)+b=x => m="




264 & EsTRUCTURAS ALGEBRAICAS
Andlogamente, si f;-'(x)=mzx +n es la aplicacién simétrica por
la izquierda, deberd verificarse

FY@) # f@)=x => [y (@) = x => [ ax + b) =
1
=x=>mlar+b)4n—x => m=—
y
b L
g e T )=
Luego:
)= 2,
'@ =f' .
Como
es la aplicacién inversa (32) de f(z), podemos concluir que:
Bl clemento simitico de wna aplicacitn cualguiera de G es
su int
La ley + ha conferido, pues, estructura de gmpn al con-
junto G de todas las aplications de Ia forma (1.
4. Demostrar que un grupo en el que dos clementos cualesquic

ra x e y verifican Ja condicion:
(xayp=rey
tiene que ser abeliano,
Solucién:
(Feyf=rey = reysxey=xrrsyey=>
= alexsysxey=rlerexsysy =>
= @leR)eyerey=(rten)erayry =
= esysxey—errryry =
= yrxry=reyey =
= yaxryryloxeyry ey =
= yrxve=zryre =
= yrx=rey.

Igualdad que prueba que el grupo dado es abeliano.
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5.

Demostrar que si x+x—x en un grupo, serd x
Solucién:
Por hipdtesis, x+x=%, y como xxe=x, s tendrd:

xsx=xse => xlrxex
= exx—exe =>

eree =

El conjunto 4 de los nimeros enteros pares se dota de dos
Ieyes de composicién; una de ellas, +, es la adicién ordina-
ria, y la otra, +, hace corresponder a cada par x e y de A, el
nimero Y.

Demcs(rzr que al conjunto A se le ha conferido estructura
de anill

Solucidn:
Ley aditiva:

14 r+y€A Clausura.

20 (x+y)+z=r+(y+2) Asociativa.

30 x40=04+x=x Existencia de neutro.

42 —9)+x=0 Existencia de opuesto.

58 xry-y+x Conmutativa.

Laley + confiere, pues, estructura de grupo abeliano al con-
junto A.

Ley multiplicativa:

1 xay= Clausura.

xy yz

20 (xey)ez= —xx(yxz) Asociativa.

2 2

(xey)+xez)
Distributiva.
GeD+zex)

3 x.<y+z1:’°“y27“) il ML

W+Dx yr  zx
o) x0T
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leyes + y » confieren, pues, al conjunto 4, estructu-
it Adems, como

22 2

xa2= =2sx=x  Existencia de unidad.

xey= —yex Conmutativa.

El anillo es unitario y conmutativo. Ahora bien, como el pro-
ducto de dos elementos distintos de cero es distinto de cerd, e
anillo es de integrid

inalmente, al G multiplicacién elemento unidad (aun-
que parezca paraddjico, el 1 de la multiplicacién es el nimero 2),
el conjunto A es un dominio de integridad.

El conjunto A de nimeros de la forma x=a+by3, donde
ay b son nimeros enteros, se dota de las leyes ordinarias de
suma y producto, Demostrar que dichas leyes confieren es-
tructura de anillo al conjunto

Solucidn:
Ley aditiva:
12 xiy=a+bVI+miny3=(@+m+(b+n)V3E 4.
Clausura.
20 (x+y)+z=@+byVT+minyN+p+qyV3=
=a+by3+(m+nyI+p+qyI)=x+(y+z) Asociativa.
30 a+by3+miny3=minV3+a+by3=
=a+bV3 = m=0, n=0.

El elemento neutro es:  0+0y/3.

4° a+bV3+m+ny/3=0+0/3=>m=—a, n=-b.

El simétrico de cada x=a+bv3 es:  -a-bv3.
Ley multiplicativa:

xoy=(a+by3m+ny3I)=(am+3bn)+(an+bm)VIE A
Clausura.

1

20 (xy)z=[(a+byYINm+nVMp+qv3)=
=(a+byI(m+ny3p+qv3=xlyz). Asociativa.
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30 2y+2)=(@+bVIm+nVI)+(p+gvI]=
@+b¥3)m+ny3)+(a+by3)p+qv3)=
=y Distributiva por la izquierda.
(m+13/3) +(p+ gV Da+bVI)=

(m+n 3N a+bV3)+(p+qviNa+bV3)=
—yrszx. Distributiva por la derecha.

45 (y+zp

Las dos leyes + y - confieren, pues, estructura de anillo al
conjunto A. Ademis:
xe=x=>(a+bV3) (mtnyI=a+byI=-
=>miny3=l=>m=1, n=0.

El elemento unidad es:  1+0-v/3.

xoy=(a+byVIm+nVI)=(m+nyINa+ by =y-x
Conmutativa.

El anillo es unitario y conmutativo. Veamos si en este anillo
existen divisores de cero; es decir, si existen elementos
a+by3, m+ny3 no nulos, cuyo producto sea cero, 0 sea:

(03] (am +3bn)+(an +bm) V3=0+04/3.

Partamos de la hipétesis a+bv37#£0, minVI£0; si
a+bV3I#0=>a 0 b, 0 ambos, serdn distintos de cero;
sea, por cjemplo, a7 0.
La ecuacion (1) implica:
{am+1bn 0
bmt an=0"

Ahora bien, si este sistema tiene soluciones distintas de la
m=n=0, tendré que ser:
3b
0==>a?-30=0=>a=+ by3.
b a
Conclusién absurda, pues a debe ser un mimero entero.
Al no tener A divisores de cero, es un anillo de integridad.
Finalmente, al tener la multiplicacién elemento unidad, el
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conjunto A ha quedado estructurado como dominio de inte-
gridad.

Probaremos ahora que A no tiene estructura de cuerpo.
Bastard con probar que un elemento cualquiera a+bv’3 no
tiene, en general, inverso.

En efecto, si a+bv3 tuviera inverso m+ny/3, se tendri:

@by +nyPH=1+0-VT=> {

=mtEsGEr e

pero como a y b son enteros cualesquiera, m y n, en general,
no serén enteros.

Sea X el conjunto de todas las raices irracionales de la ecua-
cién de coeficientes racionales ¥*—px+g, para todos los valo-
res posibles de p y g. Demuéstrese que si al conjunto 4,
de los nimeros reales dados por ax'+b, donde x€X y ay b
son racionales cualesquiera, se le dota con las leyes ordinarias

suma y producto, dicho conjunto adquiere estructura de
cuerpo conmutativo.

Solucidn:
Ley aditiva:
12 (@x+b)+ (@ +b)=(a+a)x+(b+b) E 4. Clausura.
20 (@ +b)+ @+ b))+ (e b)=
(@ +a)x + (b + b))+ (@ + b) =
=(@+ar+ape+ (by+by+ b=
#+ (@t @)+ b+ (b + b
= (@ +b)+[(@+a)x + (b + b)) =
i 4 b)) + (@ + by) + (@ + b). Asociativa,
bR R b

=(mx+n)+(ax+b) Conmutativa.
4° (ax+b)+(mx+n)=(ax+b) => m=0, n=0.
El elemento neutro es:  0x+0.
52 (ax+b)+(mx+n)=0r+0=>m
El simétrico de cada ar+b
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Ley multiplicativa:

L* (@r+b)mx+n)=amet+anx -+ bmx + bn
—am(px +q)+(an + bm)x + bn=
—(@mp +an+ bm)x +(amq +bn) € 4. Clausura.

((ax + b)max + ))(rx + 5) ={ax + b)(mx + n)+(rx + ).
Asociativa.
35 (@4 bYmx )= (mx + n)-(ax + b). Conmutativa.
4 (ax+b)mx+n)=ax+b=>m=0, n=1.
El elemento neutro es:  Ox+1.
50 (ax+b)mr+m)=0xsl=>

= (amp + an+ bm)x + (amg + bn) =0z +1 =>

amp +an+ bm=0 {(ap+b)m4-un=0
=>{amq+bn=l = Lagm+bn=1
b 5l il
1 b lag 1l
@b [EQ' " [np+l7 @
aq b ag b

Luego cada ax+b 50 tiene un simétrico mx+n € 4, donde
m y n vienen dados por las igualdades anteriorcs.
Ley distributiva:
(@x 4+ B){(mx + 1) + (% + )] =(ax + Bz + n) +
+(@x+ b)-(rx 4 5)=[(mx +1) + (rx-+ 5)] ax + b) =
=(mx+ n)@x + b) + (rx-+ sHax + b).
Demostrar que el conjunto €, de los nimeros complejos, es
un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los ntimeros reales.
Solucién:
Ariomas de la igualdad:
De Ia definicin de igualdad dada en el confunto de los

niimeros complejos, se sigue la certeza de las leyes: refle-
xiva, simétrica y transitiva.
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Axiomas de grupo aditivo abeliano:

1* (a+bi)+(ctdi)=(a+)+(b+di€C Clausura.

20 [a+bi)+(c+di)]+(e+fi)=[(a+c)+(b+dil+(e+ i
=(@+c+e)+(b+d+ (@+bi)+[(c+e)+(d+
=(a+bi)+[(c+di)+(e+fi)).

35 (a+biy+(c+di)=(a+0)+(b+a)i=

d+b)i i)+ (a+bi).  Conmutati

4°  (a+bi)+(m+ni)=a+bi=>(a+m)+(b+ni=

=a+bi=>m=0, n=0.
El elemento neutro es:  0+0i.

50 (@bi)+(m4ni) =04+ 0i =>(a+m)+(b+n)
=0+0i=>m=—a, n=-b.
El clemento simétrico de cada a+bi es: —a-bi.

Asiomas de cuerpo de R:

Es inmediato probar que I la_multiplicacién
confieren estructura de cuerpo al cnn]unto R de los nimeros
reales.

Aviomas de la ley externa:
1°  ala+bi)=aa+(ab)i€ C. Clausura,
2° olla+bi)+crdil=alla+ o)+ (b d)]=

—afa-+ bi)+ afc + di)
(a+BYa+bi)=

(o + Bla+(a+Bbi=aa+pa+(ab+Bbli=
=(aa+abi) + (Ba + Bbi)=ada + bi) + Bla+ bi).
Distributividad.
30 affla+biYl=alfa) + alBb) Bbi—
= apa+bi. Asociatividad.
40 L(@+bi)=1-a+1-bi=a+bi.
El elemento unidad de R es neutro.
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.5

Dados los vectores = (1, -3, b=(4 3 4, -16) y
( 4, 7) hallar o i y i del cuerpo de

Gcfinicion que permitan expresar €l vector ¢ en funcion de

ayb.

Solucidn:

Se trata de encontrar los valores A y p, que verifican la
igualdad

e=ha+ub
0 sea:
(-3, =4,7)=)(1,2,0, ~3)+ (4,3, 4, 16 =
= (1,3, ~4,7)= (A 41, 20+ 3, 4, —3A— 160) =
A+ dp=-1
2 ]“ 3 § = A=du=-1

-3~ 1@ 7
Averiguar si los cuatro vectores

V.=(-1,7,2,-4),
Ve=(1,0,0,1).

o no linealmente independientes. En caso de no serlo,
encuntrese Ja relacién de dependencia.
Solucidn:

El problema se reduce a resolver la ecuacion vectorial (57):
MO L -2, DA 1,7, 2 A, 3,2, ~D+
+Ad1, 0,0, D=(0, 0,0, 0)

donde Ay, A Ay y A, son los escalares a determinar.
Operando, se tiene:
(0N =Rt At A A+ 7hat 304 0-hy =20+ 2004 2054040y,
— =N+ A)=(0,0,0,0) =
— ot AA=0
N+7ht3N =0
N
—4h— A+A=0

=
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ahora bien, como

jo-1 1 1
17 3 0
-2 2 2 07
T 1}

ello implica que el sistema, ademds de la solucién
=h=M=A=0,

tiene infinitas otras no integradas exclusivamente por ceros,
¥ que, por tanto, los vectores dados no son linealmente inde-
pendicntes. Al ser los vectores linealmente dependientes, po-
dremos expresar uno de ellos como combinacion lineal de los
restantes; es decir:

abs+ Vs,
o sea:
0,1, -2, D=a(~1,7,2, ~H+(1,3,2, ~D+¥1,0,0, )=
0,1, -2, D=(~a+B+y, Ta+3p, 2a+2B, ~4a-B+y)=>
—at Bry=0
7as3p =1 "
=1 Jaisg —-2=>0h#= 3.
—da- B+y
Luego:

Vi=V:-2¥,+3V,

Dado el conjunto de vectores: (1,1, —1); (2,2, ~2); (1,3,2) y
(4,6, 1), hallar un sistema minimo de generadores (57).

Solucic

roblema se reduce a conseguir el sistema minimo de
los vectores dados que sean linealmente independientes y que
nos permita expresar cada uno de los vectores restantes como
combinacién lineal de los del sistema. Ahora bien, formada
la matriz

1 1 -1
2 2 =2
13 2
4 6 -1
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cuyos elementos son las componentes de los vectores dados;
se observa en seguida que:

20 fila=2-1* y que 47 fila=3,

2432
y como suprimidas las filas 2* y 4. nos queda la matriz:
1 1-1
(1 3 z)
cuya caracteristica_cs 2, podemos concluir que las filas 2
mbinacion lineal de las 1* y 3, y que, por tanto,

o sitema minimo de genbradores. del. coufanty
dado de vectores, esté integrada por los vectores (1,1, ~1)

(13,2).
Veriiics’ndose. ademds
2,2, -2=

1,1, ~1)4041,3,2)
(4,6, -1)=3:(1,1, -1 +(1,3,2).
En el espacio vectorial E~K* (K=R) se dan los vectores:
V=334, F=0,-12 y =213

Averiguar si ¥, pertenece a la v:

edad lineal definida por
Vay Vs y, en caso afirmativo, expresar ¥, como combinacién
lineal de ¥; y de V..
Solucién:

Si ¥, pertencce a la variedad lineal definida por ¥; y ¥,
se tendré:

“AVatpeVs
o sea:

G,3,9=2(0, 1,242, 1,3)
o, 1o que s lo mismo:

(3,3, 9=+ 24, ~A+p, 20+3p)
de donde:

-1, p=2

2+3u=4

Luego, efectivamente, ¥, es combinacion lineal de ¥y y ¥,

Vi=-V,+20,.
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14.

Dados los vectores ¥ = 23, - D V2= 0,0,y 12 =2 1.0)
del espacio vectorial E=K* determinar si estos vecto-
res forman una base mativo, expresar €l vector
P=(.5,1) como combinacién lineal de’ los tres primercs.

Solucidn:
@) Los vectores ¥y, ¥ y ¥; forman una base, puesto que
2 3 -1
0 0 1/7#0
21 0

b) Puesto que ¥, Py y ¥, forman una base se tendrd:
3,5, D=N(2 3, =1+ 20,0, )+ A2, 1,0) =
(2M+28 3N +Ay —AiHAD) =>

Por tanto:

7 1 1
VeVt Vi Vs
TV VgV

Demostrar que si los vectores ¥y, ¥; y ¥; son linealmente
independientes, también 1o son los vestores V14 Vs Vra Vs ¥
y VaiPu

Solucion:
P que low rectores V£ Vi Vs Wyy P ysean Uneal:
mente independientes, la igualdad
m NV W)+ MtV 6 F) M2+ V)= 0
deberd verificarse solamente para
—ha=dy=0.

Ahora bien, si escribimos la igualdad (1) en la forma:
M2 i+ i+ MW 2t (et M)V = O

 tenemos en cuenta que V', ¥ y ¥ son, por hipdtesis, lineal
mente independientes y que, por tants
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Consideremos el conjunto de puntos del phlm de Gauss, ex-
adas ¥

ceptuando los del eje de orden: dos puntos cuales-
qmeu Pix, ) y P,(x,,yo se les hace correspondel un punto
=P, + P, de coordenadas P(xixs X+ ).

Demostrar qua Ia operacifa.« conaces Chtructurs’ds grupD
a dicho conjunto.

En el producto cartesiano R xR consideremos el subconjun-
to G formado por los pares (x,y), tales que y = 0; se define
una operacién interna del siguiente modo:

(e 1) e y2) = (0 + 3, i)
Avenguar si la operacién + confiere estructura de grupo al
conjunto 6.
Solucidn: Sf.
Se dice que dos elementos a y b de un grupo abehano G son
conjugados cuando existe un clemento g € G tal
b=gearg

Demostrar que esta relacién es de equivalencia.

Sea G un conjunto y P(G) su conjunto de las partes. Estudiar
si las siguientes operaciones, definidas en P(G), lo dotan de
estructura de grupo:

1 Reunién de conjuntos.
Interseccién de conjuntos.
Suma booleana.

Solucién: 1., no;
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5. En el conjunto R de los nimeros reales se define la opera-
cién:

2oy VTR

Demostrar que dicha_operacién confiere a R estructura de
grupo. Se pide, ademds, pmbar quc dicho grupo es isomorfo
con respecto a la adicién e

L

Demostrar que ¢l producto de nimeros complejos confiere
esructura de grupo sbeliano al confunte. G de las custro
s de la ecuacion '~

Bl

Demostrar que si r¢x=e (e elemento neutro) para todo
x€C, siendo € un grupo, éste tiene que ser abeliano.

Consideremos el conjunto de enteros, clases de restos mo-
dulo 7, al que dotaremos de una ley intema muliplicaiva,
Sea oteo. conjunto, ¢ formado.por Ios elementos de
restos médulo 6, al que dotamos de una ley in terna

Se pide: 1. Demostrar que ambos conjuntos han quuh
rido estmclura de grupo. 2.° Probar que estos dos conjuntos
son_ isomorfos.

9. Demostrar que un grupo aditivo, al cual se agrega la ley de
composicién producto definida asi: para todo a y
para todo b es un anillo.

10. (Cuil de los siguientes conjuntos de nimeros son dominios
P gridad?

@) Todos los enteros pares.

) Todos los enteros impares.

¢) Todos los nimeros reales de la forma a-+b¢/3, donde a
y b son enteros.

)

Todos los nimeros reales de la forma a+b¥9, con ay b
enteros.
) Todos los enteros positivos.

Solucidn:  d).

S

S Haman centeros de Gauses 3 Jos nimeros compljo
5 1 enteros, Demontrar. que los cateros de. Gat
consttuyen un dominio d6 fategridad.
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[

Dados_dos anillos M y N, consideremos el produco carte-
siano M xV, en el que definimos una operacién + y una ope-
cién L de la forma siguien

{ (my, ) o, ) = omy-+-m, ) }.m‘EM
Oy, ) Ly ) =(omy oy ) § ¥ m €N

gTiene dicho confute producto, estructra de anillo? 2Es
un anillo de integridad si M y N lo

Demostrar que si al conjunto P(4) le dotamos de las opera-
ciones suma booleana e interseccion se le confiere estructura
de anillo conmutativo.

En un grupo abeliano € se considera una segunda operacion
definida de la forma siguiente:

V0 (Vy@xEGYE

xry=y
¢Adquiere G con esta segunda ley estructura de anillo?

Demostrar que el conjunto de los niimeros reales de la forma
a+bi2+c¥A,
donde a, b y c son racionales, constituye un anillo conmuta-
tivo con respecto a la suma y multiplicacién ordinarias. Ade-
més, este anillo es un cuerpo.
Hallar para qué valores de X las operaciones:
aeb=asb-6; alb=ab+la+Ab42

confieren estructura de anillo al conjunto Z de los nimeros
entero:

Solucion: A= ~6.

Un conjunto A estd formado por los elementos 0 y 1. En 4
se definen las dos leyes de composicion interna siguientes:
@) Suma, para la que

0+0=141=0, 0+1=1+0=1
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.;

21,

N
»

b) Producto, para el que
0.0-0-

Demostrar que con estas dos leyes 4 queda dotado con es-
tructura de cuerpo.

Demostrar que un conjunto A, dotado con estructura de
cuerpo, no admite divisores de cero,

Demostrar que la suma y el producto ordinarios confieren
estructura de cuerpo al conjunto

A={(xlx=a+bJ2 aER, bER).
Se consideran los pares ordenados de nimeros racionales
z=(a,b) con las leyes de composicién
(@ b)+ (@, b)=(a+d, b+ b)
(@,b)-(a, b)=(ad’ + 2B, ab’ + ab).

Demostrar que forman un cuerpo.
Demostrar que el conjunto de los polinomios de grado n
(n constante) forman un espacio vectorial.

(Existe alguna dependencia lineal entre los vectores
V,=(1,0,0, -1);
vi=211,-2 y

Solucidn:

ViV

Dados los tres vectores
Vi=0,1,0,m =0, -Ln -1 y
Vi=(-3,5m, —4),

determinar los valores que han de tener las componentes
ara_que exista entre ellos una relacién de dependencia
Tncal, Ast mismo, illese dicha relacion.

Solucién:

L V=3V, 2F.
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24. Dados los vectores (1,1, ~2), (2, -1,1), (4, -5,7) y (3, -3,4),

27

5

hallar un sistema minimo de generadores del subespacio engen-
drado por dichos vectores. Estidiese si dicho subespacio es el
mismo que el engendrado por los vectores (1, —2,3) y (3,0, - 1).
Solucion:

@ (L, -2y @-LD; b Si

Demuéstrese que el conjunto
A={yy -0 |5y ER}
con una operacién suma definida asf:
@4y ~2)+mnn, —m)=[xsmy=nyin, —(+m)
y con el producto por un escalar o € R definido por:
(3,9, ~3)=(ax, ay, ay, -~ ax)

constituye un espacio vectorial bidimensional.

En el espacio vectorial K* (K=R). Averiguar cudles de los
siguientes subconjuntos son subespacios de K*.

(32 %3, X4+ 20, ) | Xy ¥ € R}

A= {23, 0) | 01 € Z).

(s, 2 2, ) | 2102, =0}.

A= {(x,x,x,x) | 1 ER)

A= (g w0030 [ 31422
(R X %y 29 | 3+ 230

Solucion:

15 si; 2% no; 32, no; 47 si; 5 sf; 62, no.

Estudiar la posibilidad de que los cuatro vectores siguientes

constituyan una base del espacio K* (K=R):
Vi=(0,1,-2,1); 2
Vi=(1,0,0,1); y ¥

Solucidn: Si.

1,12 -1);
2,2,0, -1).
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28. Determinar p de manera que los tres vectores (3, 1, -4, 6),
(1,1,4,4)y (1,0, -4, p) sean dependientes.

Solucion: p

29. 1° En un espacio cuatridimensional, determinar p y g para
que los tres vectores
Vi=(-10pD, V=1 -2
y V=010

3

sean linealmente dependientes.

22 Obtenidos p y ¢ para que ¥, V2 y ¥y sean lincalmente
dependientes, hallar la relacién que liga estos vectores.

Encontrar Ia relacién entre 1as componentes del vector

(%1, %3 %, %) para que penenezca al subespacio vec-

torial engendrado por ¥y, ¥ y

Vi-¥s=0.
35 1-3n-Tn=0.
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60. Matrices

Definiciones. Dado un cuerpo K, que desde ahora en adelante
¥, salvo que se advierta lo contrario, supondremos es el cuerpo R
de los mimeros reales, llamaremos matriz de dimensiones n y m
sobre el dominio K a todo cuadro rectangular de n-m nimeros de
K, distribuidos en 7 filas y m columnas. La palabra linea designard
indistintamente fila o columna.

A los mimeros que integran la matriz los llamaremos elemen-
tos de ésta, y los representaremos con una misma letra (a, por
ejemplo), afectada de un par de subindices El primero nos indicard
el nimero de orden de fila en que el elemento se encuentra, con-
tadas éstas de arriba abajo, y el segundo ¢l nimero de orden de
columna, contadas de izquierda a derecha. Asf, por ejemplo, ¢l
elemento situado en la fila quinta, columna octava, lo representare-
mos con la notacién ax.

Adoptando la repetida notacién, una matriz de dimensiones n
y m tomaré la forma:

La matriz como un todo serd denotada por A (mayiscula en
negrita de la letra genérica usada en la representacién de los ele-
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mentos de la matriz) o por [,]. Finalmente, cuando interese espe-
cificar los elementos de la matriz, preferiblemente usaremos la
notacién que a continuacion se indica:

G Ga Gu e G
Cuando interese poner de manifiesto las dimensiones n y m de
una matriz A, escribiremos: A,

Se llama opuesta de una matriz dada A, y Se representa con
Ia notacién Ay, o bien — 4, a la matriz de iguales dimensiones
que Ja dada y cuyos elementos son opuestos a los correspondientes
de Ta repetida matriz dada.

Ejemplo:
La opuesta de la matriz

3 -2 4 -5 -3 2 -4 5
A=[5 0 -2 4| e -4=[-5 0 2 -4
7 -5 2 -3 -7 5 -2 3

Se llama altura de la matriz al nimero n de sus filas y longitud
al nimero m de sus columnas.

El producto n-m es el orden de la matriz.

Si n7%m la matriz se llama rectangular, siendo horizontal o
vertical segin que n sea menor o mayor que m, respectivamente.

i n=m, la matriz se llama cuadrada de orden .

Las matrices que constan de una sola fila o de una sola columna
se llaman (56) vectores-fila o vectores-columna, respectivamente;
a sus elementos los afectaremos de un solo subindice; escribire-
mos asf:

A=(ay ay ..., an)
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para vector-fila, y

para vector-columna; a veces la letra que se usa para representar
la matriz es distinta de la letra genérica empleada para los elemen-
tos; asf, por ejemplo:

v

CE T

Por razones de brevedad, diremos que una linea es producto
de otra paralela por un nimero cuando cada elemento de aquélla
resulte de multiplicar los correspondientes de ésta por dicho mi-
mero. Diremos que una linea es suma de otras cuando sus elemen-
tos resultan de sumar los correspondientes de estas otras.

Finalmente, se dird que una linea es combinacion lineal de otras
paralelas 1, b, ..., I, cuando resulte de sumar éstas, previamente
multiplicadas por ntmeros cualesquiera Ay, As, ..y Ase

Ejemplo:

En la matriz de orden 4.

3 2. 4 L &

5 -12 16 -11 21

Ia tercers producto de la primera por ~2 y la cuarta
s la_suma dc Lo primera  Ia_ segunda, previamente malt-
Plcadas por 3 y 22, respectivamente.

Tota cuarta fila c6, por tanto, combinacién lineal de la
primera y segunda.

Puesto que la altura y la longitud de esta matriz son
distintas, es una matriz rectangular, y como la altura es
menor que la longitud es, concretamente, una matriz rec-
fangular horizontal:
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Si en una matriz se suprimen varias filas y columnas, obten-
dremos una matriz de inferior orden, a la que llamaremos submatriz
de I primera.

Ejemplo:

Sea la matriz:

2 -3 4 2 -1 5
4 2 0 % 4 -6
2 3 4 1 5 2
-1 3 4 1 -8 7
2 -3 4 8 Y -3

Sllpmmendo las filas segunda y cuarta y las columnas ter-
y sexta, obtendremos la submn triz:

2 -3 -1
2 3 5
2 -3 %

Matrices cuadradas. Ya dijimos anteriormente que en el caso
particular n=rm, a la matriz se le Wama cundrads de orden 1.

a @ as
@ @z an
ay an ay

an

En éstas, se llaman elementos principales a los que tienen los dos
subindices iguales.

Llamaremos diagonal principal a la formada por elementos prin-
cipales, ay, dz, @, .., G A la otra diagonal de la matriz se le
Hama secundaria.

Elementos conjugados son los que tienen subindices iguales,
pero en distinto orden; asi, el elemento conjugado de as es ax.
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Los clementos conjugados son simétricos con respecto a la diago-
nal principal.

Llamaremos lineas conjugadas a las formadas por clementos
conjugados. Es inmediato que la conjugada de una fila es la co-
lumna homénima, y viceversa; asi, la conjugada de la fila tercera
es la columna tercera.

Igualdad. Dos matrices de igual orden nom, [a;] y [by], di-
remos que son iguales si, y s6lo si,

a;=b; para todo 22y j=1 2 m

Por tanto, la igualdad de matrices implica: igualdad de alturas,
igualdad de longitudes e igualdad de elementos correspondientes.

Trasposicién. Diremos que una matriz rectangular A
es traspuesta de otra A=[a,] si las filas (columnas) de la primera
figuran como columnas (filas) en la segunda.

Ejemplo:

La traspuesta de la matriz:

De Ia definicién se sigue con cardcter e inmediata eviden-
cia que:

(A=A

61. Particién de matrices

1 La matriz 4, se supone formada por n-m elementos dis-
tribuidos en n filas y m columnas; pero qué duda cabe que, tam-
bién, podemos suponerla constituida por » vectores-fila de orden m
cada uno de ellos, o por m vectores-columna de orden n cada uno.
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Por tanto, si

@ an | [V
P I A
A=

Gut Gy .. G V.

IL Ms general, una matriz dada puede descomponerse o par-
ticionarse en varias submatrices o cajas, trazando paralelas a los
bordes del cuadro rectangular.

Asi, por ejemplo, hemos procedido con la matriz siguiente, la
cual ha sido particionada en seis cajas mediante el trazado de las
tres rectas que se indican de puntos.

Si las submatrices que estén en la primera horizontal (ordena-
das de izquierda a derecha), las representamos por Au, A Au, ¥
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las que estan en la segunda horizontal (en igual orden) las represen-
tamos por Ay, An y An, se podré escribir:

(o)

Reciprocamente, A puede suponerse formado por la yuxmpmmén
de seis cajas en el orden indicado en el ejemplo. Esta

concebir 4 equivale a considerar ésta como una matriz e
dominio, cuyos elementos son, a su vez, matrices.

62. Matrices especiales

Definiciones. 1. MATRIZ DIAGONAL. Llamaremos asi a toda
matriz cuadrada cuyos elementos no principales son nulos.

Ejemplo:

0o 0 2

Para representar una matriz diagonal de orden n usaremos la
notacién D,, y si queremos especificar los elementos que figuran
en la diagonal principal emplearemos la notacién

Dlay, an ag, ..., ay,

La matriz del ejemplo podrd, pues, representarse en una de las
formas: Dy y D3, -5, 2).

2. MATRZ ESCALAR. Es una matriz diagonal, que tiene sus
elementos principales iguales entre sf.

Ejemplo:
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3. MaTmiz UNIDAD. Es una matriz escalar, cuyos elementos
principales son iguales a 1.
La matriz unidad de orden n se representa con la notacién I,

Ejemplo:
1o o0
0o 1 0
0o 0 1

La matriz unidad de orden n estd formada por n filas, que
son los # vectores unidad, es decir:

10 o
01 e
00 | el

Anilogamente, podemos suponerla formada por n columnas, que
son los n vectores unidad, es deci

L=(eye5..re)

4. Matmz nuia. Es la matriz rectangular (cuadrada o no)
que tiene todos sus elementos nulos; la representaremos con la
notacién 0, o bien O, si se quieren especificar las dimensiones
de la matriz.

Ejemplo:
o 0 0 0 o0

os=fo 0 0 0 o

0 0 0 0 o

5. MATRIZ TRIANGULAR. Es la matriz cuadrada que tiene nulos
todos los elementos que estin a un mismo lado de la diagonal
principal.
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La matriz triangular es superior o inferior, segin que los cle-
mentos nulos sean los que estdn encima o debajo, respectivamente,
de la diagonal principal.

Ejemplos:
6 0 0) ’3 :’
305 e) ¥ o g
. 00

Ambas son matrices triangulares, superior la primera e infe-
rior la segunda.

on—m
© oW

s inmediato que la traspuesta de una matriz triangular supe-
vior (inferior) es inferior (superior).

6. Matmiz siéTRicA. Es la que coincide con su traspuesta.
Si una matriz s simétrica, sus dimensiones tendrén que ser iguales
¥, por tanto, serd cuadrada.

Ejemplo:
3.5 Th -4

5 -8 6

h 6 9 -2

-4 % -2 6

MaTRiz No-NEGATIVA.  Es la matriz rectangular (cuadrada o no),
cuyos elementos son no-negativos, es decir, tales que @;>0 para
todo i=1, 2, 3, ..., n; j=1, 23, .., m.

Ejemplos:

310 4 0\ (00
023 5 7, (o o)y
4 2 00 3/ \o o

son matrices no-negativas.

s-oo
—~ooo
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8. MATRIZ DE MiNKowsi-LEONTIEF. Es la matriz cuadrada
no-negativa que tiene la propiedad de que la suma de los mimeros
obtenidos sumando los elementos de cada columna es no mayor
que uno.

Por tanto, para que la matriz cuadrada no-negativa de orden n

@ @ ay . @,
a an ay @,
a an an a,

sea de Leontief, tendrd que verificarse:

(@n+an+ay+ ... +0u) + @+ G+ Aut ...+ @) +

+(@+ap+an+ ...+ a0+ ..+ @+ Qo+ Ty + o+ B

= itummmm,«..wn,)—j ( an,) <1
= it

63.  Célculo matri

Si K es el cuerpo de los nimeros reales, n y m dos nimeros
naturales dados y representamos con M’ el conjunto de todas las
matrices de Grdenes n-m sobre el dominio K; qué duda cabe que
M’ ser un subconjunto del conjunto M de todas las matrices de
dimensiones finitas sobre el mismo dominio K.

Una vez fijados los nimeros n y m, vamos a definir sobre el
subconjunto M', operaciones tanto internas como externas, asi como
diversos algoritmos.

El conjunto de reglas operatorias y algoritmos que definimos a
continuacién constituye el cdlculo matricial.
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64. Igualdad de matrices

Dos matrices A=[a;] y B=[b,], del conjunto M’ de todas las
matrices de Grdenes n-m, dijimos (60) que son iguales si:

ay=b; para todo

2

Propiedades. De la definicién de igualdad de matrices se si-
guen, con cardcter de inmediatas, las propiedades siguientes:

A=A Reflexiva.
2 A=B = B=A Simétrica.
3 A=B y B=C=> A=C Transitiva.
65. Suma
¥

Dadas las matrices de M': A=[a;] y B=[b;] sobre K. La
suma viene definida por la igualdad:

[a)+[byl=la;+by]

Ejemplos:
RS0 ted Bevet)

IL Si las matrices de M’ son tres o més, llamaremos suma de
ellas a la matriz de M’ cuyos elementos son la suma de los corres-
pondientes de las matrices sumando.

[b,] y €=[c,] son las matrices de M’ sobre K,
la suma viene definida por la igualdad:

[a]+[by) + [c4]

0+ bij+¢i]
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Ejemplo:

(R R A R G

7(471 0)
“\7 42

Propiedades. De las definiciones anteriores de igualdad y suma
de matrices se siguen, con cardcter e inmediatas, las propiedades

siguientes:
1 A+BEMN
2 (A4+B)+C=A+(B+C)
3 A+0=0+4=4
40 A+(~A)=(-A)+4=0
53 A+B=B+4

Clausura.

Asociativa,
Existencia de neutro.
Existencia de opuesto.
Conmautativa,

Las propiedades anteriores nos prueban que la definicién de

suma dada en el nimero anterior confiere

estructura de grupo

aditivo abeliano (50) al conjunto de todas las matrices de orden

Teorema. La traspuesta de una suma de
de las traspuestas de-cada una de dichas mat

(4+BY=4'+B'

matrices es la suma
trices, es decir:

En efecto, § A=[a;] y B=[by], se tendrd:

A+B=[ay+by]

de donde
(A+By=lap+b,1
¥ como
A=lg] y B=ib)
serd:

A'+ B

(aj:+ byl
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¥, por tanto:
(A+By=A'+B'
como se queria probar.

DiFerencia. Dadas las matrices A y B de M, se llama dife-
rencia entre A y B a la matriz que se obtiene sumando a A la
opuesta de B. Por tanto, si la diferencia entre las matrices A y B
la representamos con la notacién A~ B, por definicién se tendrd:

A-B=A+(-B)

66.  Multiplicacién por un escalar
Si A=[a;) es una matriz de orden-n.m, sobre K y X es un

niimero real cualquiera, llamaremos producto del mimero A por la

matriz A a la matriz que se obtiene multiplicando por A cada ele-
mento de A.

Ejemplo:

3 -2 4 1 15 10 20 5
sfo 3 2 4)=l0o 15 -10 20
15 3 -4 5 25 15 -20
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Propiedades. Si A y B son matrices de igual orden n-m,
Ay p son nimeros reales cualesquiera, es ficil probar las propie-
dades siguientes:

15 AASM Clausura.
2:  A(A+B)=\-A+\-B o

A Distributividad.
40 A=A A)=po(heA) Asociatividad.
52 ld=A El elemento unidad de K es neutro.

s propiedades anteriores nos prueban que las definiciones de
suma de matrices y de producto externo de un escalar por una
matriz confieren estructura de espacio vectorial (54), sobre el cuer-
po K, al conjunto de todas las matrices de orden n-m.

Matriz antisimétrica. Una matriz A se llama antisimétrica
si es opuesta de su traspuesta, es decir, si

A= -4t
La igualdad anterior implica que la matriz A sea cuadrada;
ademds, debe ser a;=—ay Y,

elementos de la diagonal principal de las matrices antisimétricas
son nulos.

Ejemplo:
0 -3 7 -2
3 0 -4 5
-7 4 0 8
2 -5 -8 0
Ejercicio:

Expresar una matriz cuadrada cualquiera 4 como suma
de una simétrica y otra antisimétrica.

Resolucidn:

Si con objeto de fijar ideas suponemos que se trata de
una. mateiz cuadrada de orden 3, ¢l problema s reduce a
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resolver la ecuacién en x; ¢ y; siguiente:

ay @y ap\  [rowe x [N T )
A=|ay @ an|=|xe x2 w|+|-pa 0w
ay aw an/ \xo oz oxs/  \-ys gm0
an ap au T FetYe Tutys
@ @ ay|={xe-ya T xmryn
as ag ay To-¥n Ia-ys T
de donde

L N e

iy~ Yif

resolviendo el sistema formado por las dos tltimas ecuaci
nes se tiene:

(ay+a

1
Yi=7 (ay—az)

Ejemplo:
5 8 3 (5 5 °h o 3 -
2-7 4|=|5-7 Bls[-3 0 1
6 3-8/ \n -8 ]

67. Producto de matrices

Dadas las matrices:

@ an an . d by b by ..
@ an by ba bu .

a aw y Bo|bn Bu bu

lan an Bup
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de Grdenes n-m y m-p, respectivamente, se llama producto de A
por B a la matriz:

I i
e e ey w
o ca o .
c " 5

de orden n-p, tal que:
Cy=ag-biy+ @ by + @byt .+ Qi by

es decir, el clemento ¢, de € es la suma de los productos de los
m clementos de la fila de lugar i de 4 por los m elementos corres-
pondientes de la columna de lugar j de B.

Si el producto de la matriz A por la matriz B lo representamos
con la notacién A-B, o bien AB, se podrd escri

A-B-C

Concretando, diremos que A mudtiplica a B por la izquierda,
o bien que A premultiplica a B.

Si el determinante * de una matriz cuadrada A lo representamos
con la notacién d(4), es ficil probar que, si A y B son dos matrices
cuadradas cualesquiera de igual orden, se tiene:

3 d(A-B)=d(A)-d(B).
Ejemplos:
G Gn by bn by
(“" "")'(b,, ba b.,>'
\aw a

anby+anby  anbu+apby  anby+anby
Gyby+anby  aybutawby  aybi+avby

3 2\ ey 2 -3 -2
1 :'-(5 374)’(|6 15 -18

0 25 15 -20/

( abu-+anby b+ anbn m.b.\w.,bu)

Aungue la teorfa de los determinantes se supone conocida del lector,
si éste quiere repasarla puede hacerlo en el primer tomo de la obra Mate-
mdticzs Generales, e ALFoNSo BURGos, péginas 56 ¥ siuientes. Tercera
edicién.
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Observaciones. 1. La multiplicacién de dos matrices es po-
sible solamente si el nimero de columnas del multiplicando coin-
cide con el nimero de filas del multiplicador.

2. Si invertimos el orden de los factores tendriamos que mul-
tiplicar una matriz de orden m-p por otra e orden n-m, operacién
imposible salvo que sea p=n, 0 sea, que ¢l orden del multiplicando
sea n-m y el del multiplicador m-n; esto es, que el ndmero de filas
(columnas) de la matriz multiplicando coincida con ¢l nimero de
L‘clumnai (flas) de la matriz multiplicador.

Aun en el caso de que sean posibles los productos A-B y
B- A los resultados, en general, serdn distintos.

Ejemplo:
5 g
(213 2 -8
0 2»4)'("2 o= 2 16)
\ 5 -2
En cambio:
TR VP 6 -1 5
-2 4 '(u 2__4)* -4 10 -22
5 -2 0 -9 2

El cjemplo anterior nos prucba que el producto de matrices no
tiene la. propiedad conmutativa.

Si, en particular, dos matrices tienen la propiedad conmutativa
para la multiplicacién, diremos que dichas matrices conmutan.

Producto de varias matrices. Para poder llevar a efecto la
multiplicacién de varias matrices 4, B, C, ..., en este orden, es
necesario que el nimero de columnas de cada una coincidan con
el niimero de filas de la siguiente.

Asi, por ejemplo, se podrén multiplicar las matrices 4, B, C, ...,
en este orden, si sus Grdenes son, respectivamente, n-m, m-p,
p+q, ... El producto de esas matrices lo representaremos con la
notacién: [(A-B)-C] ..., o bien en la forma mis simple: A-B-C ...,
entendiendo que habri que multiplicar A por B, el resultado por
€, ete.
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68, Propiedades de la multiplicacién

Por razones de brevedad, daremos sin demostracion las propie-
dades siguientes

Propicdad asociativa. Si 4, B y € son matrices tales que el
nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B y el
niimero de columnas de ésta coincide con el nimero de filas de €,
se verifica:

m (4-B)-C=A-(B-C}

Propiedad distributiva  Si las matrices B y € son sumables
(65) y el miimero de columnas de A es igual al nimero de filas de
las matrices B y C, se verifica:

2) A

+€)=A4-B+A-C Distributividad por la derecha.

Si las matrices B y € son sumables y el nimero de columnas de

éstas es igual al nimero de filas de la matriz 4, se verifica:

3) (B+C)-A=B-A+C-A Distributividad por la izquierda.
Multiplicacién por un escalar. Si A €K, se tiene:

@) A+(A-B)=(A+A)-B=A-(\-B)

Elemento neutro. 1’ El elemento neutro para la multiplica-
én por la derecha de las matrices de orden n.m, es la matriz
unidad de orden m (62.3), pues, en efecto:

5) A

A

2 El elemento neutro para la multiplicacién por la izquierda
de las matrices de orden n-m es la matriz unidad de orden n, pues,
en efecto:

(6) LAy

A

demostracitn puede verte en les pdginss 308 sguientes de 1a
aa: Ny J. Rivaup. Colecei ncia v

ecnican. Ediorial Aguliar, Madeid.




ANILLO DE LAS WATRICES CUADRADAS 29

3 El elemento neutro para la multiplicacién (por la derecha
¥ por Ia aquierda) de las matrices cuadradas de orden n, €5 1a
matriz unidad de orden n, pues, en efecto

@ Acl=l,-4,~4,
Ejemplos:
2 3 4 10 “) 3 9 4
o 1 o)=
CGanfiie-ciin

1

0

0

3 -5 2 3-5

7 2|=| 4 7 2

8 -6 -5 8 -6
Las propiedades (5), (6) y (7) justifican el nombre de matriz

unidad dado en (62.3).

Traspuesta del producto. Si A, B y € son matrices multipli-
cables en el orden dado, se verifica:

® (4-B-Cy=C-B'-A'

es decir: Se obtiene la traspuesta de un producto de varias matri-
ces, multiplicando en orden inverso las traspuestas de sus factores.

69. Anillo de las matrices cuadradas

El conjunto M’, de las matrices cuadradas de orden n, es cerrado
para las operaciones de suma y producto. La primera de las ope-
raciones confiere al conjunto M estruetura de grupo aditivo (65)
¥, como la segunda, es asociativa y distributiva con respecto a la
suma, las dos leyes dotan al repetido coniunto M’ con estructura
de anillo (1), resumiendo:
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El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre un
cuerpo K es un anillo.

Por otra parte, como existe elemento neutro para la multiplica-
cién (68, 3., el anillo s unitario.

Finalmente, como, en general, A-B 7 B-A, el anillo no es con-
mutativo.

Divimm de cero. El anillo no es de integridad, pues la igual-

ad A- implica que uno al menos de los factores sea la
s s o prueba el siguiente

Ejemplo:
(6 o)(10)=(3 o)=e
y, sin embargo,

(o o)re vy (1 1)re

70. Inversién de una matriz cuadrada
Si
ay ap ap a,
@y ax ax a,
ay

Gp @ e

es una matriz cuadrada de orden n no singular, esto es: una matriz
cuadrada de determinante no nulo. Liamaremos inversa o reci-
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proca de A, y la representaremos con la notacién A-', a la matriz

Au Au
A A
An An
A A

&) =] As Ay
A A
Auw  Ax
A A

donde A es el determinante de la matriz A y Ay (i

Au
A
An

A
Ay

A

An

A

j=1, 2, ..., n) es el adjunto del elemento a;.
Finalmente, si sacamos factor comin 1/A (66), la matriz anterior
puede ser escrita en la forma més simple

[An  Ax
Az An

Ay As

Ejemplo:

Para hallar la inversa de la matri:

3 -1
6
5!

2
A=|4
3

Au

hemos de comenzar por calcular

2 3-1
=l4-5 6
13-4 5

b 2

= 504544161560 +48=~7

\
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6

‘_s

o su equivalente

1
-13
-17

1
A % 2
1

Existencia de inversa de cada matriz

Si A s una matriz cuadrada no singular, es fécil comprobar que:

@

A=A A=

Inversa del producto de dos matrices cuadradas.

-13
16
2

)

cuadrada no singular.

1as igualdades justifican la denominacién de inversa de 4 dada
A

SidyB

son dos matrices cuadradas no singulares de igual orden, en virtud

del teoremia 2 del nim. 44, se tendrd:
(A-By'=B-A
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71. Divisién de matrices

Dadas las matrices cuadradas de orden n, 4 y B, donde B es
no-singular, llamaremos postdivision de A por B a la matriz obte-
nida multiplicando la matriz A por la inversa de B, esto es, 4-B-".

En cambio, llamaremos predivision de A por B a la matriz
obtenida maltiplicando la inversa de B por la matriz A, esto es,
A
Si lapost

sion y predivision de A por B las representamos

con las notaciones respectivas “—— y —“ se tendré:

72. Matrices ortogonales

1. Diremos que una matriz cuadrada A es ortogonal si multi-
plicada por su traspuesta A‘ nos da la matriz unidad, es decir, si:

()

Ahora bien, como de la igualdad anterior se sigue que la matriz 4
tiene que ser no-singular, se tendrd (70.2):

A-A=l
Luego:
AA=AA = A0

Esto es:

La traspuesta e inversa de toda matriz ortogonal coinciden.

IL Las igualdades (70.2) y la propiedad obtenida nos permite
escribir:

@) Ad=

-1
Es decir:

Toda matriz ortogonal conmuta con su traspuesta y su producto
comiin es la mutriz unidad.
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Vamos ahora a proceder a conseguir las relaciones que se deben
verificar entre los elementos de una matriz cuadrada para que
ésta sea ortogonal.

HL Si con objeto de simplificar, suponemos que la matriz orto-
gonal A es de tercer orden, la igualdad (1) podrd ser escrita en
la forma:

ay an ay ay 10 0
@y ap an|+|an ap an|=|0 1 0
ay an an/ \as an an 00 1

Operando e igualando términos correspondientes, se tiene:

@ +ah+d=1 @y + apdn +anan=0
3 @ @yt Quy + apan + anay =0
@yt = ! @ty + @+ apan =0

Pero como, en virtud de (2), también A'-A=L
Sustituyendo, operando e igualando términos correspondientes,
tendremos:

&+ =1 @@+ anap +andn =0
@ @iy ray=1, | Gt dudn +anan=0
@+ +ay =] Aty + At + Qs

Las igualdades (3) y (4) nos permiten concluir que la condicién
para que una matriz sea ortogonal es que:

La suma de los cuadrados de los elementos de cada una de sus
lineas valga wno y que la suma de los productos de los elementos
correspondientes de lineas  paralelas valga cero.

IV. Como la igualdad A'A=I puede ser escrita en la forma
equivalente:

A Ay =1

podemos decir: La traspuesta de una matriz ortogonal es también
ortogonal.

i Si a los i de las
matrices ortogonales les llamamos también ortogonales, y repre-
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sentamos con A y A’ los determinantes de las matrices ortogonales
Ay A’y tenemos en cuenta que ¢l determinante de cualquier ma-
triz unidad vale 1, de la igualdad A-A'=1 se sigue (70.3), que:
A=l
Pero como A'=A, tendremos:
A=l = A==x1

Segin que el determinante de una matriz ortogonal valga +1 6
a ésta la llamaremos directa o inversa, respectivamente.

Ejemplo:
La matriz
( cosa senu)
~sena cosa
es ortogonal, puesto que (3):
costar+senta=1, (-senaf+cosa=l,
05 (—sen @) + sen -cos a=0;

o bien (4):
costa+(—sen af. senar+cosa=1,
cos ar-sen a+(~ sen a)-cos a=0.

73. Regla de Cramer
Una de las aplicaciones del Cilculo Matricial es la deduccién

de la regla de Cramer.
Dado un sistema de igual nimero de ecuaciones lineales que

de incégnitas, en el que supondremos que la matriz de los coefi-
cientes de las incégnitas es no-singular:

@ B A+ ety

s + Qg+ Byt BT =y
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0, lo que es o mismo:

a, x
a x
a, x

Ahora bien, si representamos con 4, X y K, respectivamente, la
matriz de los coeficientes de las incognitas, la matriz columna de
las incognitas y la matriz columna de los términos independientes,
el sistema anterior puede ser escrito en la forma mis breve:

A-X=K
Premultiplicando por A", se tiene:
A4 X)=A K = (47 A) X = A K= 1. X=A""K
de donde:
X=A"K
Si representamos el determinante de la matriz A con la letra A,
sustituimos A~ por la expresién obtenida para ella en (70.1) ¥,

finglmente, volvemos a la notacién matricial para X y K, ten-
dremos

=

Au Auw Ay
A A A
x Au Az As B
P A A A k
Bl A An As k|
A A
% k.




REGLA DE CRAMER 307

+AuK+ AyKs +
A
AuKi+ Ay + Asks
A

Ank;

AnKs + ApKy
A

+AuKs + AyKs+ .+ AmKy
A

de donde:
AuKi+AnKy+AyKs + ... + AuK,
=S e
ApK, + ApKz + ApK;s +
<Al Al
gy A Aot Ao
A

_AuKi+ ApKa+ AyKs +
Shebr B Sl

Ahora bien, si tenemos en cuenta que el polinomio

AiKi+ A+ AsKs .+ AnK;

es el desirrollo del determinante que se obtiene al sustituir en A
la columna de lugar i por la columna de los términos indepen-
dientes del sistema, tendremos, en definitiva:

an.

‘k. ay ..
a |an
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Regla de Cramer. Un sistema de n ecuaciones lineales con n
incdgnitas, en el que el determinante de los coeficientes de las
incdgnitas es distinto de cero, tiene solucion tinica. El valor de
cada incognita es una [raccion cuyo denominador es el determi-
nante del sistema y cuyo numerador se obtiene sustituyendo en el
anterior determinante la columna de los coeficientes de la incog-
nita que se despeja por la columna de los términos independientes.

Ejemplo:
Aplicar la regla de Cramer a la resolucién del sistema de
ecuaciones:
2y-32=2
3re2y =1
x42y-52=3
Solucidn:

1

EA
=3 Ty
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Dadas las matrices

a=(5 1) 8

efectuar las siguientes operaciones, en los casos que sean
posibles:
1° A:B, A-C, C-A.

2° Obtener las traspuestas de 4, B y C.

3. Obtener las matrices inversas de 4, B y C.

42 Comprobar que €-C-'=1.
5 Obtener A4-B-C y A-C-B.

Solucidn:

2-1+8 73+4)
2-4 -2

an-{ 3 )

El producto A-C no es posible, puesto que el nimero de
columnas de A es distinto del nimero de filas de C.

ea-(3 3)(o 2 2)-(3 8 43
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.© Puesto que las matrices A y B no son cuadradas, no
tienen inversa.

Para hallar la inversa de € procederemos a calcular su
determinante y los adjuntos de sus elementos:

Cu=3, Cp=-2, Ca=-1, Ca=2

[ 3]

de donde:

(52 2) -
(64)-

(s2 -

e[ (5101 )] 2
558 D3 5

El producto 4-C-B no se puede efectuar, puesto que el
nimero de columnas de A es distinto del mimero de filas
e C.
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w

Dadas las matrices

000
a=1 1 1)y
00 0

a b o<
={d ¢ f]|,
g ki

qué condiciones se deben verificar para que A-B=B.A?

Solucion:

0 0 0
| a+d+g bresh csfsi
0 0 0
b
e
h

a b c 000 (b b
Ba=[d e [|-|1 1 1]=|e e
g ki 000 hoh
Para que 4-B~B-4, tendrin que st iguales los elementos
correspondientes de ambas matrices producto, es dec
b=0, e=a+d+g=b+e+h=ctf+i, h=0
o sea:
a+d+g=e, c+f+i=e y b=h=0

Siendo

hallar una matriz B tal que B-A-B sea nula.
Solucidn:

si
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*

donde g, b, ¢ y d son las incgnitas a determinar, se tendré:

a b\ (1 2\ (a b
n-,mz:(t d)'(z 4}'(: 4)
_(¢+zo 7a+4b)'(a b)i
“Nesad 244a)\e a)™
_(a(a+2b)+d1a+0b) b[n+2b)+d(2¢+4b))
T\ dle+2d)+c2e44d) e+ 2d)+ d(2e+4d)
Ahora bien, para que la matriz producto obtenida sea nula,
tendré que tener nulos todos sus elementos. Es decir, tendrd
que ser:
ala+2b)+c2a+4b)=0, Ma+2b)+d(2a+4b)=0,
alc+2d) + o2 +4d)=0, blc+2d)+d(2c +4d)=0,
o, lo que es lo mismo:
(a+2b)(a+20)=0
(a+2b) (b+2d)=0
(a+20) (c +2d)=0
(b+2d) (c+2d)=0
para lo cual basta que sea:
{wud
b+2d=0

La matriz pedida serd, pues:

=>a=-2, b=-2d

-2 —Zd)
¢ d

donde ¢ y d son parmetros arbitrarios.
Por tanto, si hacemos, por ejemplo, c= ~3, d=4, ten-

dremos:
(339
-3 4

Dada la matriz
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resolver la ecuacion en m y n siguiente:
A sm-A+nl=0

Solucidn:
A=A-A

(72030
Por tanto, la ecuacién a resolver es:
(3 3)em (3 2)en(o Yo
= (3306 o=

(Stamen 4m )7'0 o)
aim ssaman)=lo o)=

=>5+2m4n=0, 4+m=0 => m=-4, n=3

Determinar dos matrices cuadradas de segundo orden X e ¥
que verifiquen el sistema lincal:

X-5¥= ("f), 7X+3y,(§ 5)

Solucidn:

2X-5Y = (' ’f) x5y

2 1 /

xav-(2 0 _2X46Y
== 1)+ (5 ¢
(3 V)

Sustituyendo en In segunda ecuacln del sistema propuesto
la expresion obtenida para la matriz ¥, se tiene

(3]G o) == (8 5)-(50)=

18 3
(35 )
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6. Hallar la matriz X?~¥? sabiendo que

xurx(: _;)
¥ que

wore (2 1)
Solucion:

Y como, por otra parte:
11 1y 11 1)\ 172 0
XI:X'X7VZ(] A)'Y(l 4)"7{(0 z)

vorr-d(D )0 )=(e )

1 -3
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se tendrd en definitiva:

o=

verifica la relacion A"
Solucidn:

[ 1
A*:A-A—kx 1o K;
o1 1

3 1
={3 . 1
3 1

=44

A=A A=V A A=A
y, en general:

Ar=3td

8. Siendo A

(o ) calcular A7 y A,
sena  cosa
Solucidn:

(:osu 7senn) (cusa As:na)
sena  cosa sena  cosa

(cesza 75en2n>
sen2a  cos2a

A,f(cos?a 7scn2a> (cesa 7sena)
sen2a  cos2a sena  cosa

( cos3a -sen3a )
senda  cos3a

a5
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¥, en general:
cos pa
sen pa

a=(

—sen pa
cos pa

)

Para hallar A~» comenzaremos por hallar A~

Ay=cosa,

sena
cosa

ChucuLo pE A~
s (RS
Isena  cosa
Ap=-sena, Ay=sena, An-cosa
Ay An
q_| A A ( cosa sena)
Ax An —sena  cosa
A A
ChicuLo pE A7
S ‘:( cosa sena)_( cosa
—sena cosa ]\ -sena
B ( cos2a  sen2a )
—sen2a  cos2a
e ( cos2a senZa) ( cosa  sena >
—sen2a  cos2a —sena  cosa
( cosda  senda )
“\ —sen3a cos3a

¥, en general:

4=

hallar la
simétrica.

Solucidn:

4=(

condicion para que

Sea
an  an )
az an

la m;

cospa  senpa

—senpa cospa

)

iz A-B

(

b

Siendo A y B dos matrices cuadradas simétricas de ovdm 2,
i atri

sea

ba

)

)

mbién
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de donde:
_(an aw)_(bu bn) -
& B’(a.x ﬂn) (blz bal ~
- ( awbutauby  aubi+ aby )
apbutazby  aub+ bz
Para que A-B sea simétrica tendrd que ser:
M @by + aubis = @by + b
Ahora bien, si formamos el producto
_(bu ba\ (@ aw ) _
Ba=(pn ) (G @)=
_(anbu+apby  anbu+anbn )
pl Crrstivalrnbinnd
como la condicién para que A-B=B-A es precisamente la

misma (1), podemos conclur que la condicion pedida es que
sea A-B

Dada la matriz

hallar A", siendo 7 un niimero natural.

Solucion:

]
i
oo~
o~
——o
S
so-
e
o
-
1
Son~
o
—

oo~
omw
i
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de donde:
1 n ox 1o+l x
a=lo 1 =n y Aav=[0 1 o+l
0o 0o 1 0o 0 1

¥ como, por otra parte:
1o ox 10
Avi=gnda=|0 1 n o 1 1=
LI B | 0 0 1
1 onel xen
=lo 1 n+l
0 0 1

Xy =2y

tendrd que ser:

Dando valores a , tenemos:

o0 sea:

Luego:
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11.

—
b

Siendo A una matriz cualquiera, demostrar que la matriz
A'-A es simétrica.

Solucion:
En virtud de (68.8):
(A4

ALY = A4
luego A'-A es igual a su traspuesta y, por tanto, es simétrica.
o

Dada la matriz 4 E( f), hallar todas las matrices X

que conmutan con la dada. Es decir, tales que A4-X-X.
Solucidn:

La matriz X tiene que ser cuadrada y de orden 2, pues
de no ser asi, uno de los productos A-X, o bien X-A, seria
imposible.

six=(2 2). s tenaua:
ax=( 370 - i)

x.4=(‘ ”).( 172)=(n—3b ~2q+4b

c da)'\-3 4)"\c-3a —2c444/
de donde:
a-2c=a-3b
3b
= o= d==5

Luego:

b

2E8h,
2

Estudiar si entre las matrices siguientes existe alguna relacién
de_dependencia y, caso de que exista, encontrar dicha re-

lacién :
a=(371) m=(3) e=(30)
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S

Soluci

El problema se reduce a comprobar si existe un sistema
de mimeros, no todos nulos: a, B y v, tales que:

) A+ f-B+y-C=0

GG o=

O sea:

=370 )em (T 3) e

3a-2B+5y —a+3ﬂ+zy)_ 0 o)
:'(hfpwy a-28-y ’(u 0
de donde:
3a-2B+5y=0
—a+3B+3y=0

= a=3\ B=2\

siendo \ un pardmetro real arbitrario. Si hacemos A=1, ten-
dremos el sistema de nimeros, no todos nulos: 3, 2, -1,
que verifica (1); es decir, tal que:

@ 3.4+2.B-C=0

Lucgo, electivaments, enre |ss matrices 4, By C :x|sl: una
relacion de dependencia y ésta viene dada por

Encontrar todas las matrices cuadradas de orden 3 que con-
mutan con la matriz

Solucion:

Sea
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la matriz que conmuta con la dada, es decir, tal que:
A-X=X-A4

El problema queda reducido, por tanto, a resolver la
anterior ecuacién matricial, para lo cual comenzaremos por
calcular:

1 0 0 ETRNE Y
AX=[0 1 0]z xm xm|=
301 2 T Xm *m
*u EY EN

x £ i
3ty -+ X+ 2%y 3rp+ ¥+ 2 3Xu+an+20m

oo om)| (10 0
Xed=|x x wm|-[0 1 0
Xy Xm ¥m 301 2

I+3xy  xptan 20
= xatdn xmtan 2m
At 3ay  Ewtdy 20

de donde:

3+ 2+ 20 3+ 2a+ 2ea=Tat i
321y o+ 2 =20

Simplificando:

x
3+ 2+
3 +xn+ e

Si hacemos xy=a, ¥a=b, ¥a=c, Tn=d, In=e, se tiene:

{ 3a+c+xy=3e
3b+d+xa=e




7. ALGEBRA MATRICIAL

o
de donde:
xy=3e-3a-¢, wa=e-3b-d
Luego la matriz pedida es:
a b 0
c d 0
le-da-c e-3b-d e
donde a, b, ¢, d y e son pardmetros reales cualesquiera.
15. Demostrar que:

Solucidn:

Ad =] = (A Y =1 = (A7) A=1
Postmultiplicando por (49", se tiene:
=AY = (A =(A)

(A AT (A <A = (A



»

»

Resolver la ecuacion:

Solucidn:

Dadas las matrices

A=¢4 3 1

calcular 4-B y B-A.
Solucidn:

A-B=(21); B-A

EJERCICIOS PROPUESTOS

12
-4
2
12

Calcular la inversa de la matriz

coow—

Solucién:

co~=

co—=a

o—s o

o ==
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4. Calcular, caso de ser posible, los productos siguientes:

o (2 ;).(’i 5);

4 -6
Sy

2 1 2 1 0 -4
5 4f.5 -3 7 2
6 -3 6 1 8 -2

2 1 0 -1
i 2 =3
3 0 '1)'(:7 B =2 a);

\
f (123)-(5):
6
o (£33 8 A3
ORI R R T
Solucién:
o (2 3): . (‘2 = )
¢) No es posible;
1 2 .
R AN ]

n 32);
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o (o) w57

i (2: ‘:); ) No es posible.

Hallar la inversa, caso de ser posible, de cada una de las
‘matrices siguientes:

1 1 i
@ (-2 1 -1];
301 3
3
2):

»
e i e R
= |
P
w s
|

13 3 3
D1 4 3 5 )
34 6
1 ¥ 3 2 1 =1
Bt 3 3 p 1 3 2
2 4 3 4. 3 1
3 4 2 7 1111
203 3 2 12 3 e
™ lst 7 53 ]t " is 3 5 s
2 3 2 3 3 -4 -5 8
Solucién:

2 -1 -1 Y h 'hs
a) *h 0 -~ b) s 0 i
~*h 1 = 0 s



e 7. aLcesRA mATRICIAL
7. 23N ho =
a (3 ) o ()
s e e s =h s
L O A ni o0
I 0 1 0
g) No tiene inversa;
U= 7 -3 -3)
L A A 0 o);
U Y = -1 0 1
1 -3 2 1/ 3 -6 3
-3 3 -1 k) 5| -3 3 0
2 -1 0 2 0 -1
IR 3 -5
ST ( 3 -1 5
EC
-1 1 7 -26
m L |1 -7 -3 16
1 o-r o
1 ol =p 2
2 16 -6 4
2 4 -3 -1
P e ocw w00 o
4 -3 6 -1
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hallar: a) A+ b) A-B; ¢) 2:A; d) A-B; e) A-C;
0 B-C; g) A%
Solucidn:
Z Z 8 0o -2 -1
a |1 6 5] b | -1 0 -3
5 6 3 3 -2 -3

Solucidn:

Resolver la ecuacién matricial:

11 0
(2 x| 0 1 1)=0 -2 3).
2

Solucion:

n=5 n=5 n=-2



a2

7. ALGEBRA MATRICIAL

9. Escribir en forma matricial los sistemas siguientes:
4x-2y=4

]
|

Set y+dz=0;
-2yt z=0

2 yidz- 1=l
x45y- z+3
St42y—6z+

v [
L1450 +6y-2z+ t=0
d) | 3-2+ y+dza5i=0
6+3x42y— z+7t=0

4 3 l
2 s 71 =(4 2 7);
z 1 3
-1 5 2
b (xyzo- 4 -1 _6 =1 -2 4;
-1 3 1
2 5 3
c) (xy 2)- 3 1 -2|=(00 0);
6 4 1
1 3 6
5 -2 3
d (1 xyzu. 6 1 2(=(0 0 0);
-2 4 -1
1 5 7
2 1 5
O Qxy| 3 4 -1|=y )
- 2 6
Siendo
a b e 0 0 -1
A  } 0 0 y B 0 -1 a
0 1 0 -1 a b
probar que A'=B-A-B-".



EIERCICIOS PRORUESTOS

11. Resolver la ecuacién:

A R I B P

Solucion:

12. Siendo
a=( ) s oe=(i )

resolver el sistema:

iuJY:A
2X- Y=B
Solucion:
x=(; 5) =3 3)
13. Dada la matriz
a(5 1)

hallar A", siendo 7 un nimero natural.

G T

Solucion:

14. Dada la matriz
l+x l—x)
"(14 l+x
calcular:
1 B=An 20 B. 3° B, siendo x7£0.
Solucidn:
lex 12"
o Ar=2i.
S (e
PET N B 4
B '(l»x" 1+x")
(l+x" r'fl)
=1 L+
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7. ALGEBRA MATRICIAL

4=(3 %)

hallar 4", siendo m un némero natural.

Dada la matriz

Solucion:

2] 1o
4 (zmuz zfz")

Hallar la inversa de Ja matriz producto M(x)-N(y), siendo:

[cosx —senx 0
M@ =|senx cosz 0
0 1

cosy 0 seny
M= 0o 1 0
“seny 0 cosy

Comprobar, ademds, que se llega al mismo resultado efec-
tuando el producto N(—g)-M(~x).

Solucin:

—senx cosx

cosxcosy  senxcosy —seny
0
cosxseny senxseny  cosy

Encuéntrese la matriz M que multiplicando por la derecha

a la matriz
1§ 2 3
14 13
13 5 4

nos dé la matriz unidad.

Solucin:
Ame7 An-3 4p3
m-1 sl p
m n »
“3m-1 -3n p+

donde m, n y p son parimetros indeterminados.
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20.

8

&

Demuéstrese que si dos matrices cuadradas son simétricas,
entonces la matriz producto es simétrica si, y slo si, ambas
matrices conmutan.

Hallar Ja potencia enésima de

(i 1)

Solucion:

Hallar a y b de modo que sean nimeros naturales y que el
determinante de la matriz producto de

3 (34
-5 6

sea igual a 1000,

Solucién:

a=50, b=49; =18, b=15; a=10, b=1

Resowver el sistema:

{A-X+B-Y*M
C-X+D-

siendo A, B, C, D, M y N matrices cuadradas dadas de igual
n, y X e ¥ las matrices incognitas.
Se supondré que son no-singulares todas las matrices ne-
cesarias.
Solucidn:
X=(B--A-D~-C)" (B~ M- D
Y=(A-B—C-D) (4~ - M~ C"

)
N).

Si A es una matriz cuadrada no-singular, que verifica la
ecuacién :

A+ A+1=0,



m 1, oowen sarnin
demostrar que admite matiz invers y expresar ésta en fun-
cién de A y
Solucidn:
A= —(A+D).
23, Probar que todas las matrices que conmutan con la matriz
21
(1 2)
son del tipo moA+n-l.
24. Demostrar que toda matriz ortogonal directa de orden 2 se

puede poner en la forma:
( cosa  —senar )
sna  cosa
¥ que toda matriz ortogonal inversa de orden 2 se puede
Lol e 1 formas
( cosa  semar )
sna  -cosa
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